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PRÓLOGO 

A Teoria dos Números ¿, em princípio, uma teoria dos números ra- 
"onais € inteiros e, em grande parte, está ligada ao problema de resolver 
Juagóes diofantinas, isto €, encontrar solugíes inteiras para equagdes 
Igébricas FCX ,..., X,)=0. Os números algébricos surgem, de maneira 
atural, como ferramenta para tratar este problema. llustramos isto por 
1eio de dois exemplos: - 

1) Para tratar a equagio A+ YP— Z=0 que, pelo famoso mas 
inda náo provado “Último Teorema de Fermat”, náo possui nenhuma 

lugao de múmeros inteiros no caso em que p 6 um primo impar, convém 

screver X?+ Y" como produto (X+ Y)- (X+£,- Y)-...- (X+7!- Y), 
sando uma raiz p-ésima da unidade £, 7% 1. Prova-se que o teorema será 
álido para p quando o domínio. ZKE,] for fatorial (vejaBorevich-Shafa- 
vich [6], Chapter 3, 61). 

, Para determinar as solucgóes irteiras da “equacño de Pell” 

—d- Y —1=0(d>L livre de quadrados), convémescrever X?—d - Y? 
omo produto (X — JT. MX +./d- Y). As solugñes inteiras (a,b) 
esta equacáo correspondem aos elementos invertiveis” a + b- NZI d do anel 

1/d '], com norma igual a 1, os quais podem ser obtidos como poténcias 
o “invertive! fundamental” e, = a, +b, - /d de Va (veja 519). 

Vé-se nestes exemplos a imporfáncia dos anéis Z[L] e Z[./d], res- 
ectivamente, Em geral, para qualquer número algébrico «, considera-be 
tém do corpo L= Ca) um certo subanel distinguidó- 1,.de L, o “anel 
os inteiros algébricos de L", que entretanto nem sempre é da forma Z[a]. 
) estudo deste anel, cujo papel relativo a L é análogo a0 de Z= 1, em 
:lagño a -Q), pode ser considerado o objetivo principal da Teoría, dos -Nú- 
eros Algébricos, a qual, embora surgida como ferramenta, tem se tor- 
ado uma teoria independente com vida própria. - 

” Uma boa parte do estudo dos anéis 1, estende-se facilmente a do- 
tínios de Dedekind quaisquer, Por isto, desenvolveremos neste livro a teo- 
a dos anéis noetherianos e dos dominios de Dedekind, que pertence 
Álgebra Comutativa, na medida que for necessário para aplicá-la aos.



añéis I,. Núo fazemos questáo de alcangar o maior grau de general 

dade. Pelo contrário, procuramos simplificar os enunciados e as demon: 
tracóes, restringindo-nos, onde convém, ao caso que mais nes interess 

(evitando, por exemplo, extensóes inseparáveis). 

Por outro lado, a finitude do número de classes hy, e o teorema d 

“invertiveis de Dirichlet sño dois fatos cruciais da Teoria dos Númerc 

que nño se generalizam a domínios de Dedekind arbitrários, Provaremc 
o teorema de Dirichiet usando métodos geométricos, os quais sio indi: 

pensáveis também num estudo mais profundo em. torno de hy. 

Quanto 2a0s pré-requisitos necessários para a leitura deste livro, f 

zemos forca para reduzi-los aos conhecimentos mais básicos da Álgebz: 

em nivel da “Introducño 4 Álgebra”, de Adilsón Goncalves, [10], publ 
cada neste Projeto Euclides. As nocóes básicas sobre corpos, anéis e mé 

dulos que seráo usadas neste livro, encontram-se sem demonstracáo (ma 

ás vezes com referéncias) no $0. Resultados adicionais, inclusive 0s usua 

mente abordados num curso de mestrado em Álgebra, serio demon: 

trados nos parágrafos onde forem utilizados. 
É difícil justificar a publicacio de mais um livro sobre Número 

Algébricos, uma vez que já existem vários livros excelentes sobre est 
matéria, como por exemplo Samuel [307], Ribenboim [27], Borevich 
Shafarevich [6], Stewart-Tall [33], para mencionar apenas os que mai 
loram utilizados pelo autor na preparagño das notas de aula que deran 
orígem a este livro. Mesmo assim, esperamos que, sendo escrito em por 

tugués, este livro possa ser útil para divulgar os números algébricos nm 

Brasil e estimular estudos mais profundos na Teoria dos Números, qu 

costuma ser chamada a “Rainha da Matemática”, Ele pode servir tam 
bém como uma introdugáo suave e bem motivada a alguns tópicos di 

Álgebra Comutativa, pois nele as nogdes abstratas desta teoria sio in 

troduzidas para serein imediatamente aplicadas a0 caso concreto de nú 
meros algébricos.- 

- Finalmente;-queremos mencionar -que-existe-qutra opcio;- diferent 
da adotada neste livro, para apresentar a Teoría dos Números Algébricos 

De fato, em lugar do “método clássico” aqui adotado, que se concentr: 
no estudo do anel de Dedekind /,, pode-se usar como base da teork 
a nocño de valorizacño (veja, por exemplo, Hasse [15] ou Weiss [37] 

hogio esta que aparece neste livro apenas de maneira implícita, no 88 
Apesar da nogño de valorizacño ser indispensável para estudos mais pro 
fundos, pois. permite o uso do completamento e € mais adeguada par: 
extensdes infinitas, demos preferéncia ao método clássico devido 4 su: 
maior transparéncia,.
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CAPÍTULO 1 

CORPOS DE NÚMEROS ALGÉBRICOS 

A nocío central na Teoria dos Números Algébricos é a de anel dos 

inteiros algébricos, fr, de um corpo de números algébricos, L.. Este anel será 

introduzido no 51, num contexto mais geral, através da nocño de elemento 
infeiro sobre um anel R, a qual generaliza a nocño de elemento algébrico 
sobre um corpo K, 

O fato de 1, ser sempre um Z-módulo livre será provado no 55. Na 
caracterizacño das suas bases, o discriminante, introduzido no 54, repre- 

senta um papel importante. 

Como exemplos mais simples de corpos de números algébricos serño 
estudados, nos $2 e $3, os corpos quadráticos e os corpos ciclotómicos, 

juntamente com os seus anéis dos inteiros algébricos. 
Nogóes básicas da teoria dos corpos, dos anéis e dos módulos serio 

recordadas no $0. 

80. Nocóes básicas sobre corpos, anéis e módulos 

Neste parágrafo reunimos alguns fatos básicos que serño utilizados 

neste livro e fixamos assim a terminologia básica nele adotada. 

A) Corpos 

Sejam L um corpo e X um subcorpo de L. Consideramos L como 
K-espago, isto é, espaco vetorial sobre K (em relagúo a adigño em Leá 

multiplicacio com elementos de K); dizemos que L € uma extensño de K 
(ou L|K é uma extensáo). Diremos que L € uma extensño finita de K, de 

grau [L: K] =n, quando uma (e logo toda) base do K-espago L tiver n 
elementos. Note-se que de K € LE M decorre [M: K] = [M:L]- [L:K], 
e que [L:X]=1 se e somente se L= KK,
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Dado um subconjunto 97 de L, denotamos por K(.4) o corpo obtido 
de K pela adjungúo de 2, ou seja, o menor corpo entre K e L que contém 97. 
No caso 2 = (aj, ...,%,) escrevemos K(o,...,0,) em lugar de K(./). 

“Para qualquer a e L, seja px 0 conjunto dos polinómios Fe K[X] 
tais que F(a) = Óisto €, que a seja uma reiz de F. Como P.x € e Núcleo 

do homomorfismo K[X]+L definido por FF (FeK[X]), p.x 

é um ideal primo de K[X]. O elemento a será chamado algébrico sobre K 

se e somente .se p, x * (0), o que ocorrerá se € somente se P, y 

for um ideal maximal de K[X, se e somente se Kv] for um corpo. Neste 
caso, temos K[x]= K(%), e p.. x € gerado por um: polinómio irredutível 
€ mónico P,¡|k, UNivocamenie determinado, que € chamado o polinómio 

minimal de a sobre K; além disto, os elementos 1, a, ...,a"-! formam 

uma base da extensio K(x) de K, sendo 1 = 0P,( x (= grau do polinómio 
Pax) Por outro lado, quando « for transcendente, isto €, nño algébrico 

sobre K, o anel K[a] será K-isomorfo ao anel de polinómios. KEX1, sob 
o homomorfismo acima indicado, e será um subanel próprio do corpo 
K(0), que é o seu corpo de fracóes, 

Diremos que L € uma extensfo algébrica de K se todo vel for algé- 
brico sobre K; neste caso, todo anel entre K e L é um subcorpo de L. O 

corpo K(.7), obtido de K pela adjungio de um conjunto 9 de elementos 
algébricos sobre K, é uma extensáo algébrica de K. Uma extensáo L de K 

será finita se existirem elementos «,, ....«, algébricos sobre K tais que 
L= Elx, ..., 0); neste caso, L'é uma extenso algébrica de K. 

Um corpo £ será chamado algebricamente fechado se nño pos- 
suir nenhuma extensño algébrica própria ou, equivalentemente, se 
todo polinomio irredutivel em OQ[X] for linear fisto é, tiver grau 1). 
Neste caso, a fatoracño (única) de qualquer polinomio náo-nulo FeQX] 
é da forma F=0-(X—a,)-...- (X—a,), sendo 0,,...,0,€Q as raizes 
de F, nño necessariamente distintas, e MENO! - 

” No que se segue, Q denotará sempre um corpo algebricamente fechado 
que contém o corpo K, Tal corpo Q sempre existe, e os resultados serño 
independentes da escolha de Q. Quando o corpo K for uma extensño al- 
gébrica de Q, ele poderá ser considerado como subcorpo do corpo C 
dos números.complexos, o qual é algebricamente fechado. Ás vezes convém 
escolher Q como tm fecho algébrico de K, isto é, um corpo algebricamente 
fechado. que € algébrico sobre K, O fecho algébrico de K é univocamente 
determinado a menos de um K-isomorfismo. Dentro de um corpo alge- 
“bricamente fechado Q que.contém K, existe um único fecho algébrico de K; 
ele consiste dos elementos de £ que sño algébricos sobre K, Por exemplo, 
o fecho algébrico de Q em C é o corpo A de todos os números. algébricos,
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Para qualquer extensño algébrica L de K existem pelo menos um e, 

se a extensño € finita, no máximo.[L: K] K-isomorfismos de L em 9.0) 

Um polinómio mánico (náo necessariamente irredutivel) F =X"+ 
+ay : M1 +... + 0,6 KEX1 será chamado separável se F e sua derivada 
F=nX"1 +(n — La; X"? +... +0, forem primos entre si, isto é, 
se MDC(F, 5) = 1.0) Prova-se que isto equivale a cada uma das seguintes 
condigóes: 

(i) Para toda extenso L de K, náo existe nenhum Ge L[X]JW. tal que 
G? divida F. 

(ii) Na fatoracio de F em O[X], os fatores, necessariamente lineares, 
sio distintos (ou seja, todas as raízes de F em Q sfo simples). 

(Iii) O discriminante de F definido por 

disc (F=T] [[ (xa 
i=1 j=i+1 

é náo-nulo, 

Observemos que disc(F) é da forma D(a,,...,a,), para um certo polinómio 
DeZ[X,,..., X,]. Isto pode ser concluido do fato de disc(F) ser uma 
funcao simétrica nas raizes de F, ou do fato de coincidir (a menos do sinal) 
com a resultante Res (F, F (veja van der Waerden [34], 826-28). 
Em particular, temos que 

dis(X* +a-X+b)=a"—4b, 
disX+a-X+b.X+0)=a". b> —4b2 40? .€- 272 + 18a-b-c. 

Um pelinómio irredutivel e mánico Fe KEX| será separável se e 
somente se F' 50. Isto ocorrerá quando K for um corpo perfeito, isto €, 
tiver característica zero, ou tiver característica p 0 e todo a e K for uma 
poténcia p-¿sima em K. Por exemplo, todo corpo finito é é perfeito, bem 
como qualquer corpo algebricamente fechado. 

Um elemento «a algébrico sobre K será chamado separável sobre K 
se for raiz de um polinómio separável F e K[X]; neste caso, o polinómio 
minimal P..x também é separável, 

Uma extensño algébrica L de K será chamada separável se todo 
a€ L for separável sobre K; para isto é suficiente que L = K(.9/) para algum 

1 Usa-se "isomorfismo de L em M” em lugar das expressdes mais exatas “homomorfismo 
(necessariamente injetivo) de Lem M” ou “isomorfismo de L sobre um subcorpo de M”, 
O prefixo "K-" significa que a restrigio a K é a aplicacño idéntica de K. 

1 Observe-se que, no caso de polinómios redutivels, alguns. autores usam a palavra “separável” 
em outro sentido,
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conjunto .97 de elementos separáveis sobre K, Uma extensño finita L de K 

será separável se € somente se existirem exatamente [ L: K] K-isomorfismos 
de L em (. Toda extensáo finita e separável € simples, isto é, existe um 
“elemento primitivo” «x tal que L = K(0), Note-se que toda extensio algé- 

brica de um corpo perfeito é separável, 

Seja L uma extensio finita de K, de grau n, Para cada 4 € L conside- 

ramos o polinómio característico F,: Lx de v em relacio a Ll K, definido 

por del( X - a, Y i aj); onde a matriz (a;,), de elementos a;; € K, é determinada 

por a+ fi= p ay” Py (i=1,..., 1), sendo PB, ..., $, uma base da extensño 

L de K, € 6, o “simbolo de Kronecker”, sto € u=le óy=0 quando 
i7j. Prova-se que Fa, E =Piig, onde m= [L: K(a)] e, portanto, inde- 
pende da escolha da base f,, ..., 8,. Sendo F. y ¡p =X"+f,- XT +...+ 
+ f., definimos o trago e a norma de a em relacio a L| K por 

Ta = —h= » LT 

e AMA =(—1- h, = deta). 

Mencionamos que Mala BD = Na AriD, Mia =0" € 

Fasa 04Db-B)=a-7, 210 TFrraD, Fi xa= na, quaisquer que 
sejam a, Pel eabek, 

Se L for uma extensño separável de Keoí,...,0,05 K-isomorfismos 

de L em Q, entáo F,.rx= Tex - 00) NA = fs ET a= > 00. 
i=1 i=1 

(Veja van der Waerden [34], $41, ou Borevich-Shafarevich [6], Algebraic 
Supplement, $2). 

Uma extensño finita N de K será dita rormal se satisfizer as seguintes 
condigóes equivalentes: 

(i) Para todo K-isomorfismo 5 de N em 9 temos que eN EN. | 

(ii) Para qualquer «€ N, Puy fatora-se em N[X] em fatores lineares. 
(iii) Existe Fe KPX] tal que N = K(a,, ...,0,), sendo a, ...,% todas as 

raízes de F em Q. 

Neste caso, vale a igualdade em (1), isto €, todos os K-isomorfismos de N 

em £ sio K-automorfismos de N. A condicño (ili) significa que N é o 
corpo das raízes (ou “corpo de decomposicáo”) do polimómio F sobre K, 

Uma extensáo finita N de K será chamada galoisiana se for normal 

e separável. Se K for perfeito (por exemplo, se for finito ou tiver caracte- 
rística zero), entáo toda extensño normal de K será galoisiana.
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Seja N uma extensño galoisiana de K de grau n. Entio existem exata- 
mente n K-automorfismos de N e, em relacio á composicño, estes formam 
um grupo Aut(N| K), chamado o grupo de Galois de N| K. Pelo Teorema 
Fundamental de Galois, os subgrupos A- de T = Aut(N|K) correspondem 
biunivocamente aos corpos L entre K e N através das aplicagdes 

L=> Ar =(0El|00a=4 para todo «EL) = Aut(N|L) e 
An L,= (2EN|0a=a para todo ve A) (=corpo fixo de A); 

em particular, temos que Ay = AUN | K), Ay = [1] (1= apli agño idéntica 
de N), Ly =N, L=K. 

Além disto, L será uma extensáo normal (logo galoisian: ) se e somente 
se A, for um subgrupo normal de Y, e neste caso Aut(L| K) € isomorfo a 
I/Az, sendo o isomorfismo induzido pela aplicacño 0 9, (TET), onde 
9, € a restricio de 7 ao corpo L. - 

B) Anéis 

Por um anel R entendemos sempre um anñel comutativo com unidade, 
Consideraremos somente subanéis R' de R que contém a unidade de R 
(a qual, portanto, coincide com a de R'), e homomorfismos entre anéis 
que levem a unidade na unidade, O anel R será chamado náo-irivial se sua 
unidade for diferente do zero, ou seja, se £R > 1, Se, além disto, R nño 
possuir divisores de zero, isto €, sea: b=0 implicar a =0 ou b =0, entáo 
R será chamado um dominio (de integrídade). 

Os elementos inverííveis-de um anel R, sto €, os u ER tais que y - v=1 
para algum veR, formam um grupo multiplicátivo U(R). Por exemplo, 
o anel Z dos números inteiros (racionais) é um domínio com U(Z)=(1, — Li, 
e os anéis de polinómios KEX..., KIX y... Xa]..., KEX, hen, em 
uma ou várias indeterminadas sobre um corpo K, sáo dominios cujo grupo 
dos invertiveis coincide com K*, (+ grupo multiplicativo do corpo K. 

Seja (a) uma matrix quadrada, com ayER (kj=1,...,A), e seja 
a= det(a;;) Entño temos que aeR, e existem aaR tais que 

y ab ax=0- 64 (LK=1,...,n; veja Greub [11], Chap. 1V, 64). Se 
=1 - 
dE UR) ento (a) possuirá uma matriz inversa, a saber, (a-" « añ). 

Dados um anel 5, um subanel R e um subconjunto .97 de 5, denotamos 
por R[.9 o anel obtido de R pela adjuncáo de .197, ou seja, 0 menor añel
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entre R e 5 que contém 27. No caso. = (a, .... 0) escreveremos RE, .. 0] 

em lugar de RE]. - - y 
Tedo subanel R de um corpo L é um dominio, e Q(R)= 

=ia- bla beR,b*0) € o menor subcorpo de L. que contém R, cha- 

mado o corpo de quocientes de R em L. Este corpo Q(R) é canonicamente 

R-isomorto a,| e usualmente identificado com, o corpo de fracóes 

(alb| a, be R, b 70) de R, que € construido a partir de R da mesma maneira 

como se constrói Q a partir de 7. Mais geralmente, para qualquer sub- 

conjunto multiplicativo M de R (isto é, tal que 1 e M.e que 5, £ € M implique 

s- te M) 0 anel de fracóes de R em relacño a M € definido como o subarel 
Ryu= (alb| a ER, beM) do corpo Q(R). Obviamente, ME W' implica 

Ry E Ry-. Em particular, Ray= Roa =R € Rayo = Q(R). Para todo 

ideal primo p de R, o conjunto M =.Rp é um subconjunto m itiplicativo 

de R,e Ry € chamado a localizacño de R em relacño a p; em particular, 

temos que Ro|= Q(R) no caso em que p= (0). 

Seja L uma extensáo algébrica de K = Q(R) e seja $ um subanel de L 

que contenha R; entáo obviamente $ = K[5]= (5). 

Seja a um ideal do anel R, isto é, um subgrupo do grupo adi- 

tivo de R tal que r - dea para quaisquer reR e aea. Recordemos 

que o conjunto R/a=(r-+a|reR| forma um anel, chamado o 

anel quociente de R em relacio ao ideal a, e que a aplicacño definida por 
re»r+a(reR) éum homomorfismo, chamado canónico, de R sobre R/a, 

com núcleo a. Por outro lado, qualquer homomerfismo de R sobre-um 

añel Z', com núcleo a, induz um isomorfismo de R/a sobre R'. 

Entre os ideais de R distinguem-se os ideais principais, isto €, os ideais 

()=a- R=2R-a gerados por um só elemento a ER. Em particular, 

(0)= (0), (1) = R, e teremos que (a)= R see somente se a E V(R). Além disto, 

(a) = (5) se e somente se bla (isto é, b divide a, ou seja, a € um múltiplo de 4). 

Em particular, teremos que (a)== (b) se (e, no caso de um domínio R, somente 

_— se) a,D forem associados, isto é, se existir u € U(R) tal que a=1-b, 

- Recordemos também que a será um- ideal primo (respectivamente ma- 

ximal1", se e somente se K/a for um dominio (respectivamente corpo). Em 
particular, R será um domínio se e somente se(0) for um-ideal primo; R será 

um corpo se e somente se (0) for um ideal maxima! e, portanto, o único ideal 

de R diferente de KR. Todo ideal a de R tal que a + R está contido num ideal 

maximal de X (veja Atiyah-Macdonald [31, p. 9). 

m (Utilizaremos a 1 a palavra - "maximal" no sentido de “náo existe maior": Convénm distingui-la 

da palavra “máximo”, uma vez que esta tem oulro significado, a saber, "o maior de todos”. 

Analogamente distinguiremos entre “minimal” e “mínimo”,
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Seja K um domínio. Um elemento náo-nulo e náo-invertivet r e R 
será: chamado irredutivel se nño for produto de dois elementos de RU), 
e será chamado primo, se o ideal principal (7) for um ideal primo. Todo ele- 
mento primo é irredutível. O domínio R será chamado farorial se houyer 
“fatoragio única”, no sentido que a aplicacño f : U(R) x NS 3 RYO), de 
finida por (u, (1,),e2)>1- [] p"?, € bijetiva, sendo 7 um sistema de repre- 

DEP : 
sentantes dos elementos irredutiveis de R (isto €, todo elemento irredutivel é 
associado a um e um só p EZ), e NP 9 conjunto das familias (1p).- e COM 
1, € N, tais que 1, =0 para quase todos osp € S, Para um domínio R serfato- 
rial € necessário e suficiente que a aplicacño f seja sobrejetiva e que todo ele- 
mento irredutíve! seja primo, Num dominio fatorial, para quaisquer ele- 
mentos r=1u- Ip”, s=v- Ip”, existem o máximo. divisor comum 
MDC(, 5) e o mínimo múltiplo comum MMCG, 5), univocamente deter- 
minados a menos de um fator invertível, por Ip"'(»."-) e Tprex (noe). 
respectivamente, E. - ; 

Notemos ainda que a aplicacño. f se estende a uma aplicacúo 
SUR) x 20) Q(R", a qual será sobrejetiva (respectivamente bijetiva) 
se € somente se f o for. Desta maneira, num dominio R fatorial, a fatoracño 
Úñtica estende-se aos elementos náo-nulos do seu corpo de fracdes O(R). 

Um dominio R será chamado principal se todo ideal de R for principal, 
Todo elemento irredutivel de um domínio principal gera um ideal maximal 
e, portanto, é primo, Além disto, a aplicacño / acima indicada é sobrejetiva 
(o que, aliás, será demonstrado em (7.10) num contexto mais geral). Por 
isto, todo dominio principal é fatorial. : o 

C) Módulos 

A definicño de R-módulo, para um anel K qualquer, obtém-se como 
generalizacño natural da negño de K-espago, Entendemos por um R-módulo 
um.grupo abeliano M, escrito aditivamente e munido 'de uma operacño 
externa (usualmente escrita como multiplicacáo), satisfazendo os seguintes 
axiomas: — — - 

a: (Xx+y)=a-x+d"3 (a+b)- x=a-x+b. x, 
(a- b)- x=a: tb: x), 1 x=x, 

para quaisquer a,beR e x, ye M. 

Evidentemente, todo grupo abeliano (aditivo) 4 é um. Z-módulo, sendo 
(+7): x definido por +(x+...+2x) para quaisquer ne-N e xe A.
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O produto cartesiano de R-módulos € um R-móduio, sendo as opera- 
q0es definidas componente a componénte, É óbvio o que se entende por 
um submódulo N do R-módulo M, por um módulo quociente M/N e por 
um homomorfismo entre R-módulos. Em particular, a aplicacño definida 
por x>x+ N(x€e M)é um homomorfismo de M sobre M/N, com núcleo N. 
Por outro lado, todo homomorfismo de M sobre M', com núcleo N, induz 

um isomorfismo de M/N sobre M”, 
Um R-módulo M será chamado finitamente gerado se existirem 

Xq, --.,%, E M tais que M=R + x¡+...+R- x,; neste.caso, dizemos que 
Xy, -... 2%, formam um sistema de geradores de M. Diremos que os ele- 
mentos y,, ..., , de M sío linearmente independentes (sobre R) se, para 

5 

quaisquer a, ...,0,E R, a igualdade Y a;- Y,=0 implicar que ay=...= 
a 

=0,=0..8€, além disto, y(, ..., y, formarem um sistema de geradores de M, 
entáo este será chamado uma base de M. É importante notar que nem todo 
módulo finitamente gerado possui uma base. Em particular, a caracterizagño 
das bases de um K-espago, como sistemas minimais de geradores ou sistemas 
maximais de elementos linearmente independentes, nio se generaliza 
a módulos. Um R-módulo que possua uma base é chamado livre, 

Muitas vezes consideraremos módulos cuja operagño externa € de- 
finida por uma multiplicacño interna. Em particular, dado um anel K; 
todo anel $ que contiver R será considerado como R-módulo, sendo o pro- 
duto externo r - x, parareRexe5, definido como o produto r » x tomado 
em 5; estudam-se entáo os submódulos do R-módulo 5. Em particular, 
o próprio R é considerado como R-módulo, e os submódulos de R sio 
exatamente os ideais de KR. Note-se que um ideal a de R será um R-módulo 
livre se e somente se ajfor um ideal principal, gerado por um elemento 
que náo seja um divisor de zero de KR; tal elemento forma entío uma 

-base de a. 

Sejam R um dominio e L uma extensño do corpo de quocientes 
—K=0(R); entño, os elementos a,, ..., 0,6 L serño Imearmente indepen- 
dentes sobre R se e somente se o forem sobre K. Suponhamos ainda que 
[L:K]=n e que $ seja um subanel de L que contenha R e que, como 
R-módulo, possua uma base 81, ..., P,. É fácil ver que a <ne que as se- 
guintes condigóes sio equivalentes: 

U Notemos que as-nocóes “sistema de geradores”, "linearmente independente” c "base" se 
estendem a subconjuntos infinitos de M, e que “módulo livre” pode significar a existéncia 
de uma base náo necesariamente finita,
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Ga=n 
(ii) A,....,Á, formam uma base de L| K 

(ii) L= Sarvao)- 

Como Sryo) = 0(S), a condicño (Lii) € equivalente 4 igualdade E = Q(S). 

Note-se, entretanto, que uma base de Ll K.que consiste de elementos de $ 
núo é necessariamente uma base do R-módulo $. Na verdade, nem sempre $ 
é um R-módulo fivre. 

81. O anel |; dos inteiros algébricos 

Por um número algébrico entendemos qualquer 2.6 C que é algé- 
brico sobre Q. Um subcerpo L de € será chamado corpo de números algé- 
bricos sc for uma extensáo finita de Q ou, equivalentemente, se L= (a) 
para algum número algébrico a: neste caso, todo elemento de L é um 
número algébrico. 

Ás vezes convém generalizar levemente esta nogio, chamando de 
corpo de números algébricos a qualquer extensño finita L de Q, náo neces- 
sariamente contida em C. Sabemos que existem [L: Q] isomorfismos de 
.L em €; portanto L é isomorfo a (pelo menos) um corpo de números algé- 
bricos no sentido original. 

Pretendemos mostrar que todo corpo de números algébricos L = (Ya) 
possui um subanel distinguido /,, com corpo de fracóes igual a L. Este 
anel em geral náo coincide com o anel Z[a], o qual depende da escolha 
do elemento primitivo « da extensio L de O. Definiremos / L COMO O CON- 
junto dos clementos de.L que sio “inteiros” sobre Z no sentido da de- 
finicño seguinte, que introduziremos num contexto mais geral. 

Sejam'S um anel e R um subanel de 5. Diremos que um elemento 
TES € inteiro sobre R se existir um polinómio mánico Fe REX] tal que 
F(a) =0. Em particular, todo elemento de R é inteiro sobre R.. 

No caso S=C, R=7, os números inteiros sobre Z sáo cha- 
mados inteiros algébricos. Por exemple, os números i=/—1, 71%, 

cos E sen 27, 5, 
¿E n 

polinómios X? + 1, X? — 1 X"— 1, X>— X — 1eZ[X], respectivamente, 
Veremos mais tarde que basta considerar o palinómio minimal P.¡ q para 
decidir se o número algébrico a € inteiro ou no. 

sño inteiros algébricos pois sio raizes dos



10 Teoria dos Números Algábricos 

É. óbvio que no caso de corpos S=Le R= K, um elemento eL 
será inteiro sobre K se e somente se for algébrico sobre K, . 

Pretendemos mostrar que o conjunto dos elementos de S que sño 
inteiros sobre R forma um subanel !y(R) de 5, Para provar que a diferencga 
(respectivamente o produto) de dois elementos a, 8 ES inteiros sobre R 
é também um inteiro, podemos tentar construir, a partir de polindmios 
ménicos F; GERLX]- tais que F(a)= G(%) =0, um polinómio mónico 
HeriX] com raiz «— fi (respectivamente « - f). Tal construcio, entre- 
tanto, € viável somente em casos bem simples. Em geral, é mais prático 
usar as condicóes equivalentes do seguinte teorema, que relaciona a pro- 
priedade de um elemento ser inteiro sobre R com a propriedade de um certo 
R-módulo ser finitamente gerado. (Neste contexto, usamos a palavra 
“R-módulo” no sentido de “submódulo do R-módulo S”.) 

(1.1) TEOREMA. Para qualquer 4 ES as seguintes condicóes sño equi- 
- valentes: 

(i) a é inteiro sobre R. 
(ii) R[x] é um R-módulo finitamente gerado. - 
(Hi) Existe um subanel S' de S que é um R-módulo finitamente gerado e tal 

que CES”, 

(iv) Existe um R-módulo Jinitamente gerado M tal que x- MEM e que 
y: ME (0) para todo ye R[a]Vo!. 

Observamos que a.condicáo (iv) será usada apenas no Exercicio 1.2. Alias, 
a última parte de (iv) se reduz 4 condicño M + [0] no caso em que 5 é 
um dominio, 

Demonstracño: ()= (ii): x é raiz de um polinómio F=X"-- a, Xx"! 
+... +a,ERX]. Seja. M=R+R-a4...+R-01, 

obviamente MC R[aj. Supondo que 1, e, ..., "-!*EeM, o que € trivial 
. para k=0, concluimos que e"*F= —aq, - a"14K.....— a, de M;-logo 

. M= Ral. : 
(ii) > (iii): 5 = R[x] tem a- propriedade desejada. 
(o) => (iv): M= $ tem as propriedades desejadas uma vez que x + $-=S" 

ey=y:1ley-5. 
(iv) > (i): Seja f,,...., ), um sistema de geradores de M. Como « - M = M, 

existem a, € R tais que a. - P,= Y ax Pe U=1,...,7), logo Bi... B, E uma 
. r 

solicao do sistema homogéneo de eduacóes lineares » En” X,=0 
- k=1 -
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U=1,...,7), onde ey =a- 0y— age Ra]. Temos e = det(e,) e R[a] e exis- 

tem eje R[a] tais que Y ef-e,—e- ón (Lk=1,...,r), Resulta que 5 

9= Y apeagr ;2= Y - da- Py=e- fili=1,..D, 
dk=1 k=1 

logo £- M= (0), e assim ==0. Concluimos que a é raiz do polimómio 
ménico dei(X . 8 y —ax)ER[X]; logo a é inteiro sobre R.” C] 

(1.2) COROLÁRIO. Se a,...,d,ES forem inteiros sobre R entúo 
Rea, .... Om] será um R-módulo finitamente gerado. 

Demonstragio: Supomos que R, = R[et,, ..., y], considerado como R-mó- 
dulo, possua um sistema finito f,,..., f, de geradores, o 

que é trivial para k=0. Como ay... éinteiro sobre R,, o anel Rea i=Rifay: e 
considerado como R,-módulo, possui um sistema finito de geradores 
15... 7; logo, considerado como R-módulo, é gerado pelos produtos 
Pie Gi=1,...,sj=1,...,D. Por indugño, concluimos que R,, é um 
R-módulo finitamente gerado. [] - 

Denotando por Is[R) o conjunto dos elementos de S que sño inteiros 
sobre RK, demonstramos: 

(1.3) COROLÁRIO. a) J(R) é um subanel de S que contém R. . 
b) Todo subanel S' de S que é um R-módulo finita- 

mente gerado, está contido em lAR). 

Denonstracio: a) Obviamente RE 14(R)CS. Sejam a Pelgk); entio 
a—f, e - PERÍe, Á], e Ría, P] é um R-módulo finita- 

mente gerado, por (1.2); logo a—B, a - fe/R), por (1.1), Portanto, IR) 
€ um subanel de $, 

b) é uma consegiiéneía imediata de (11). [] 

O anel J(R) é chamado o fecho inteiro de R em 5. Quando IR) = R 
diremos que R € integralmente fechado em $. Quando (KR) =$ diremos 
que $ é inteiro'sobre R. No caso de corpos S=LeR= E, (0) é um 
subcorpo de L, a saber, o fecho algébrico de K em L. Em particular, teremos 
que 1,(K)= K se e somente se K for algebricamente fechado em. L, e 
T(K)= L se e somente se a extensño LIK for algébrica,
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No caso em que S=L é um corpo de números algébricos, o anel 
1,(2) € chamado o anel dos inteiros algébricos de L e será denotado por !, 

A -propriedade de ser inteiro é transitiva no seguinte sentido. 

(1.4) COROLÁRIO. Sejan S um subanel de T e R um subanel de S. As 
seguintes condicdes sáo equivalentes: 

() T é inteiro sobre S e S é inteiro sobre R, 
(ii) T é inteiro sobre R. 

Demonstracño. (1)(ii): Cada ye7 E raiz de um polinómio Y"+g,- X"-14" 
+... +4 E SIX]. Como y é inteiro sobre 5 = RFa, ..., au, 

Sy] é um S-médulo finitamente gerado. Por (1.2), 5 é um R-módulo 
finitamente gerado. Resulta que S'[y] € um R-módulo finitamente gerado: 
logo por (1.1), y é inteiro sobre R. — A implicacño (ii)=> (1) é imediata. Cl 

O nome “fecho inteiro” se justifica pelo fato de 1,( ) ser uma operaco 
de fecho no seguinte sentido. 

(1.5) COROLÁRIO. Seja 2 o conjunto dos. subanéis de S. Por 

R> 108) RES 

é definida uma aplicacúo de 2% em % tal que 

RS Ts(R)=1(1s(R)) e IRSR>(R) SIR] (RR es. 

Demonstracáo. A única afirmagño núo trivial € a inclusio / (1 LR)) SR), 
a qual resulta imediatamente de (1.4). [] 

No caso $ = 0), o anel 12) = 1 coincide com o anel Z dos números 
inteiros racionais, Isto é uma consegiléncia ¡mediata do seguinte 

(1.6) TEOREMA. Todo dominio fatorial R é integralmente fechado no seu 
corpo de fragóes. 

Demonstragúo: Todo x e K=0(R), x=0, escreve-se como quociente a - BT, 
onde a,beR, MDC(a,b)=1. Se xeL(R), entáo existem 

Ca v..4 Cu ER tais que x"4 ee XT... +00. Multiplicando esta igual- 
“dade por b", obtemos a" -b-a"1i. +0, b"—0; logo -b € um 
divisor de a". De MDC(a, b)=1 resulta que be U(R); logo xeR. 

Supondo que 5 =L € um corpo e RX um subanel de S, estudaremos 
o corpo de fracóes do anel f E).
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(1.7) TEOREMA, Seja R um subanel do corpo L. Enrño 

QU) = (ER)rvo = (008). 
Em particular, Q(I:(R))=L se e somente se L Jor algébrico sobre Q(R). 

Demonstragdo: Seja y € QUI(R)), digamos y=a: 671 onde a, Pel(R), 
. PEO. Como 1(0(R)) € um subcorpo de L contendo 

T(R), temos. que yel(Q(R)). — Para qualquer y e 7,(Q(R)) existem 
Ay -... Am dER, dE O, tais que y" 4 ay. 471. y d+ aa: d71=0, 
Multiplicando esta igualdade por dr, obtemos que y- del:(R), logo 
vel (mo) — A inclusño (1 Roy = QU(R)) € óbvia. — A última 
afirmacño resulta do fato que 1(0(R)) = L se e somente se L for algébrico 
sobre OUR). E 

Aplicando (1.7) ao caso em que L € um corpo de números algébricos, 
obtemos e seguinte 

(. 8) COROLÁRIO, Seja L um corpo. de números algébricos. Entáo 
(1) = Ur)zvo; = L. 

Dados um corpo L qualquer e um subanel R de L, consideramos, 
para todo elemento y e 1,(R), o seu polinómio minimal Paya sobre K = O(R). 
Apesar de y ser raíz de algum polinómio mónico F E REX], náo podemos 
afirmar, em geral, que P, xER[X]. A este respeito, podemos mostrar 
apenas o seguinte - 

(19) TEOREMA. Seja R um subanel de L e seja K= OUR). 

a) Se F,G forem polinómios mónicos em K[X] e F- GERIX], entáo 
F, Geld(RX]. — 

b) Para qualquer y E 1:(R) temos que P,.x € 1e(R)[X]. 

Demonstracio: a) Existem oy, ..., On. Bis. Pu ED (fecho algébrico de L) tais 
Li . 

me £= [[Oa)s 6= ] 0-6) De r. GER[X] 

resulta que ay, ...5 05 By. PR Edo); portant os coeficientes deFeG 
estáo” em 1gí(R) N K=1 e. 

b) y é raiz de úm polinómio mónico He REX]; logo existe um po- 
lirómio móánico Ge KPY] tal que m= Pre xk” G. De a) resulta que 
Paxe HD. 01d -
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Diremos que um dominio R € integralmente fechado se for integral 

mente fechado no seu corpo de fracóes K = O(R), isto €, se 1,(R)=R 

Neste caso, podemos simplificar o teorema (1.9) substituindo fX(R)[X] 

por REX, e obtemos o seguinte corclário, o qual, por conveniéncia, for- 

mulamos náo somente para 1,(R) mas também para subanéis S de I-(R). 

(1.10) COROLÁRIO, Sejam R un dominio integralmente fechado, L uma 

extensño finita de K = O(R) e 5 um subanel de I(R) 

que conté R. Para qualquer y ES temos, que: 

a) Pix ERIAJ, Forix ERA], Mijx ER. Fey YER. 
b) Mix y é um múltiplo de y no anel 5. 
ce) y € U(S) se e somente se Ny xy € UR), 

d) Se Ar ;x y for irredutlvel em R entáo y será irredutivel em S. 

Demonstragño. Sem perda de generalidade podemos supor que y 720. 
a) Resulta de (1,9b) e da igualdade F,.. =P? x, onde 

m=[L:K(7)]. 
b) Como Fri=X"+5 XA .+feR[X]e My =(-1) 

temos que 7: Mp x7=(- + "1 +f- Y 2+...+f,-1)65. 
e) Se y d=1 com des, entáo A, ¿y + Mrjxó=1, onde Mx deER 

— Por b) existe PES tal que. A, y 7=y - P. Se Mr xy E VR) entño 

BM ikY)! E o inverso de y em 5, 
d) resulta de c) e da multiplicatividade da norma. E] 

Reformulamos (1.10) no caso especial em que R=7, observando 

que 7 € integralmente fechado € está contido em qualquer subanel de 1;, 
e que C(Z)= (1, —1). 

(1.11) COROLÁRIO. Sejam L um corpo de ntmeros algébricos e- 5 um 

subanel de IL. Para qualquer y ES temos: que: 

a) P, ¡a €Z[X], F,, 110€ ZX] MuavEZ, Tray EZ. 
b) Arjay € um múltiplo de y no anel $. 

e) ye U(S) se e somente se | Ay .Qy|=1 
d) Se | Sy (q?] for um número primo-entúo y será irreduttvel em S.- 

* Este corolário mostra, em particular, que, para decidir se um número 

algébrico é inteiro ou náño, basta considerar o seu polinómio minimal 

sobre Q, Por exemplo; seja y =r- 7p, sendo reo) € D, q-números 
primos; entio Pola = XxX. p; portanto, y será um inteiro algébrico 
se e somente se r EZ, € certamente y náo é invertivel. em Jay
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É natural perguntar se é possivel decidir se um elemento a € Lévumin- 
teiro algébrico ou náo, através de uma base apropriada de L| Q. Mais pre- 
cisamente, perguntamos se existe uma base Bss... B, de L] Q tal que “ ” 
a= Y ay” Pel, se e somente se ay, ...,0,EZ. Mostraremos no $5 que a 

=1 
resposta é afirmativa pois, para qualquer extensño L de Q, de grati n, o anel 
1, € um 7-módulo livre de posto n; qualquer uma das suas bases é chamada 
uma base integral de L. 

Em particular, indicaremos no $2 uma base integral para cada corpo 
quadrático L. (isto €, tal que [L: 0] =2). Mostraremos, por exemplo, que 

, 1 5 . 1, 77 € uma base integral de a), eque 1, T € uma base integral de 

A/S). Note-se que 1,./5 nño $ uma base integral de A/S), uma vez 
1 1 NU. o: que — + 7 NE 6 um inteiro algébrico, 

Á seguir, consideraremos dominios quaisquer R e 5, R contido em S 
e estudaremos as relagdes entre estes dominios no caso em que $ € intejro 
sobre R, isto é, I(R)=5. 

(1.12) TEOREMA. Seja o dominio S inteiro sobre R. Entáo: 

a) Para qualquer ideal Y nño-nulo de 5, U NR é um ideal nño-nula de R. 
b) V(SIN R= UR). 
€) $ será um corpo se e somente se R for um corpo. 
d) -Um ideal primo P de $ será um ideal maximal de S se e somente se B.NAR 

jor um ideal maximal de R. 

Demonstracño: a) Seja 2eUA 50, e seja X+a,- XI La, 
um polinómio em REX] de menor grau que tenha e 

como raiz Entio a, = -—e- (0! + a 9? ..+a )*0 e 
a,EG- ESNRC UNE, 

b) Obviamente V(S)n R 2 UR). Seja u € U(S)n R; entáo 4”! € S; logo 
existem c¡,.... Cm ER tais que u-"Lep 4 "14... Ca =0, Multipli- 
cando esta igualdade por 4"-!, obtemos que 

UN = (ey +...+cn- U" DeRMu]S R; logo «cU(N). 
€) Seja S um corpo. Entño /(s)— 0), logo U(R) = VISIAR = RO); 

portanto R é um corpo. — Se 5 náo for um corpo, entáo possuirá um ideal 
nño-nulo U com 1 EY. Por a), o ideal U NR de R 6 náo-nulo; logo R 
náo é um corpo.
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d) Seja xk o homomorfismo canónico de S sobre 5/%. Obviamente 

$ = 5/1 éinteiro sobre o subanel R, o qual é isomorío a.R/(Pn R), O ideal - 
P: de S será maximal se e somente se 5/8 for um corpo, o que, por c), ocorrerá 
se e somente se RAPAR) for um corpo, se e somente se P NR for um 
ideal maximal de R. [7 - 

Observemos que (1.12d) náo é a única relagño entre os ideais primos 
de 5 e os de R. De fato, a este respeito será provado mais tarde o teorema 
(11.10), do qual resulta em particular que, para todo ideal primo p de R, 
existe um ideal primo $ de S tal que PAR =p, QGutros fatos, que se referem. - 
á comparabilidade (relativa 4 incluso) entre" ideais primos de S, serño 
irrelevantes quando se considerar apenas o domínio /,, uma vez que todos 
os seus ideais primos, exceto o ideal (0), sio maximais, como sérá mostrado 
a seguir. 

(1.13) COROLARIO, Seja o dominio S inteiro sobre R, Se todo ideal 
primo núo-pulo de R for maximal entáo todo ideal 

primo nác-nulo de S será maximal. 

Demonstracúño. Seja $ um ideal primo náo-nulo de S, Entño, por (1.12 a), 

PAR € um ideal primo náo-nulo de R, logo maximal, - 
por hipótose. Por (1.12 d), $-6 um ideal maximal de'S. 

—É bem conhecido que 7, e mais geralmente qualquer dominio prin- 
cipal, tem a propriedade indicada em (1.13), Portanto, todo domínio 

que for inteiro sobre Z terá a mesma propriedade, Disto resulta, em par- 
ticular: 

(1. 19) COROLÁRIO, Seja L um corpo de números algébricos. Entúo todo 

. ideal primo náo-nulo:de I, é um ideal maximal de 1. 

Terminaremos este parágrafo mostrando duas importantes proprie- 

dades de finitude para corpos de números algébricos. 

(1.15) TEOREMA. Seja [1.: O] =n e sejam 61, ...,0, 05 isomorfismos de 

-L em €C.-Para qualquer k>1-0 conjunto 

(cel | |] <k... | 00] <X 

é fimito. 

Demonstracúo. Seja M o conjunto dos polinómios mónicos Fe Z[X] de 
grau n, cujos coeficientes tenham valor absoluto menor ou.
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igual a max((1) = £, ..., (7) + 2"), Como 4 € finito, basta mostrar que todo 
«El, tal que |ra| <k, ...,|0,a| <k é raiz de um F 6.4.De fato, x € raiz do 
polinómio 

Feria = He (—00)=X" + Y (-1)- Sfa,a, .., 0,0) X'<eZz[ 
=i í= 

onde $; € o f-ésimo polinomio simétrico elementar em n indeterminadas. 
Para todo i=1. ...h temos, que | Sfo1d, .. 0 

= y o0 Als y loa... aa 
isi<...<t,Sh 1sfi<...<i;San 

< (1) - A; logo ErioEM. O 

Deste teorema resultará que o subgrupo de torcío W(L) do grupo 
multiplicativo 2 de L é finito, e que os seus elementos, as “raízes da uni- 
dade” em L, podem ser caracterizados por meio do valor absoluto dos seus 
conjugados. De fato: 

(1.16) COROLARIO, Com as notacóes de (1.15) temos que 

WIL)= (cen || 0.21 =...=lo,a|=1), 
e que WII) é finito. 

Demonstragto. <=: Para qualquer y e W(L) existe m> 1 tal que 7"=1. Por- 

tanto temos que 7 € 1; e | 0; |"=| ay" |=1; logo fon |=1 
para todo je(1,...,A). 

>: Seja Y= (cel ||01a)=. .=|oa|=1); € óbvio que se Pe 
entio ("e para qualquer me N, Como Y € finito, por (1. 15), existem 
hkeN, j<k, tais que P=P% logo P=1, logo fEWUO). O 

Observemos que a caracterizacio das raízes da unidade através do 
valor absoluto dos conjugados nño.se restringe a corpos de números 
algébricos (veja Exercicio 1.8). 

A segunda propriedade de finitude, a qual será usada somente no 
$18, se refere ao número de classes de elementos associados que tém 
como norma absoluta um dado número £ EN, 

(1.17) TEOREMA, Sejam [L:Q)=7, $ um subanel de L que, como 
- Z-módulo, seja finitamente gerado, e EeN. Emo, 

“existem apenas um número finito de classes de elementos associados 
U(S) - ey, ..., U(S)- Ly EM S tais que | NM yaoi] =E | I=1...,m).
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Demonstracdo. Seja S=Z «0, +...+7- 09,; entño todo xeS é cóngruo 
— modk.Sa elo menos) um dos elementos di. Oi +... + 

+d, - 0, (0<d;<k, i=1,...,7), isto é, existe no máximo £" classes de $ 
modk- S. Basta entáo provar que, se a, pes tais que q — Bek- Se 
IA => HN 1108 | =%, entáo a, f serio asociados em S. De fato, por 
(1.3 b), S está contido em 1, e, por (1.11b), k € um múltiplo de a-e de 8 em $, 
digamos k=x:a'=f- P,como, Pes; portanto, dex — f ==k - y resultam 
a=p-(1+9-7 e fa (1-d - Y); logo a, $ sío associados em S. 1] 

EXERCÍCIOS 

1.1. Seja F um polinómio mónico em Z|X] e seja ce €, Prove que se 
F(x) for um inteiro algébrico entáo « será um inteiro algébrico. 

-12. Sejam $ um anel, R um subanei de $ e $ um elemento invertível em 5. 
— Prove que REAINREP IG HR) (Sugestáo: Para cada 

ae REA] AN REP] existe neN tal que e - RAR B+...+R- PS 
SR+R- Pt..TR. $9. 

13. Sejam R um domínio, L uma extensio separável finita de K = O(R) 
e 5 um subanel de L que contenha KR. Prove que existe 7 € S tal que 
0(5) = K(0). 

La, Seja L um corpo. de números aigébricos. Prove: 

a) Todo ideal náo-nulo de J, contém um número natural n> 0. 
”b) Todo subanel de L que é integralmente fechado em L contém I PA 

9 No caso em que [7.:Q] é um número primo, Z é o único anel 
- estritamente contido em [que € integralmente fechado (no set - 
corpo de fracóes). - 

-1.5:-Seja a um -inteiro algébrico-nño-nulo. Prove que 471 será um inteiro 
algébrico se e somente se P, o(0)e(1, —1). 

1.6.-Sejam R um dominio, L uma extensio algébrica de K = 0(R), xeL 
e no grati de P== P.: y. Supondo que PeR[X], prove: 

a) La,...,0'! formam uma base. do. R-módulo Ra]. 
b) O homomorfismo 1, de REX] sobre RFa], definido por F> F(a) 

(FeRLXT), tem como núcleo o ideal principal gerado por P, 
ce) Para todo ideal a de R, «, induz um homomorfismo de (R/O)[X] 

sobre R[a]/a - R[aj, cujo núcleo é o ideal principal gerado por P 
(=imagem de P pelo homomorfismo canónico de .REX] sobre 

R/a)[X).
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1,7. Seja L um corpo de números algébricos, Prove: 

a) Todo elemento primo de 1, divide um e um sóé número primo p. 

b) Se ae dy dividir o número primo p, entáo A ¡04€ (P*, —p*) para 
algum X e (0, ..., [L:00]); em particular, « será associado a psee 
somente se k=[L:)]. - 

1.8. Para qualquer Ce C as seguintes condicóes sño equivalentes: 

(1) Existe n> 1 tal que ("=1 (ou seja, € é uma raiz da uñidade). 
(ii) $ € raiz de um polinómio mónico em ZI X cujas raízes tem valor 

absoluto igual a 1. — 
(iii) € € um inteiro algébrico tal que todos os seus conjugados (sobre 4) 

tenham valor absoluto iguala 1. 

82. Corpos quadráticos - 

Consideraremos neste parágrafo corpos guadráticos, isto €, subcorpos 
L de € tais que [L:0]=2. 

Observamos, que qualquer « € LAO) é um elemento primitivo da exten- 
sño-L| fuma vez que de 1 <[Q(0) : OJ<[L.: Q]=2 decorre que Aa)= 1), 
os elementos 1, « formam uma base desta extensdo, e Puja = Farjo € UM 
polinómio em OLX] de grau 2. Para cada re W0) denotamos por NA 
uma das raízes do polinómio X?— 7; a outra raiz é — JT. 

Mostraremos que todo corpo quadrático possui um elemento. pri- 
mitivo distinguido da forma S/A, univocamente determinado a menos do 
sinal, onde d € um número inteiro “livre de quadrados”. Mais precisa- 
mente, denotando por 2 o conjunto dos números de Z'[0, 1) que ndo 
sáo divisíveis por nenhum quadrado c? 1 (onde c EZ), mostraremos o 
seguinte: —— 

(2.1) A aplicacño definida por d+> (/d) (de 2) é uma bijecño de D sobre 
o conjunto de todos os corpos quadráticos. - 

Demonstracña. Para qualquer d e 2 temos que [A/A : Cl =2, pois PQ 
divide X*—d, Vale a igualdade, pois caso contrário teríamos- 

que /de Q,logo /deZ e, portanto, d=(/d)* 2,0 que é absurdo. — Para 
provar que a aplicacdo € injetiva, supomos- que Q,/d) = Y/A), onde 
dd ED. Existem r,seQD tais que /d=r-+s: 7d; logo =r+5.d4 
+2r . 5 NT concluimos quer - 5=0, logo r=0 ou s=0.A igualdade s=0 
implicaria que /4'=r e 1, AQ=7, logo d' E2,0 que é impossivel; portanto
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temos que r=0, d'=3" - d. Nas fatoragóes de d' e de d, todo número primo p 

ocorre com um expoente 0 ou 1; na fatoracio de s?, porém, com um expoente 

par; donde resulta que s?=1, d'=d. — Mostremos que a aplicacño é sobreje- 

tiva. Seja L= Q(a) um corpo quadrático com P, ¡q=:X?+a- X+beQ[X1. 

Pondo Pf =a + temos que L= Q(f) e Pp q = X — -(- ») Vé-se fa- 

" 
cilmente que existe d e 2 e r e OO) tais que 7 -b=r":d; obviamente 

L=0/9 9 

” Usando 1/d como base da extensio L= O./d) de Q, o polinómio 
característico de qualquer elemento a=r+5:./deL € obtido como 

X—r — 
' Dr -aarora 

Pera =de “ d X—r 

uma vez que a=r+5:,/dea-./d=s- d+r-=./d. Seus coeficientes, 

além do coeficiente dominante 1, sio o negativo do traco 7 qa=2r 

e a norma MN ¡0 =="? —s? - d É importante observar que a norma será 
sempre náo-negativa quando d<0, 

Ainda usando esta base, determinamos o anel 1; dos inteiros algébricos 

de L da seguinte maneira. 

(2.2) Seja L=0(/d) onde de 2. Entño 

L= +3 Vámnez: m =n.d moda). 

Demonstracúo, 2: Se x= 7 +7 . ./dtal quem,neZe m*=n"- dmod4a, 

mr” . 
entño Tia a=me A a Er - ra de Z; logo Faros Z[X] e 

assim «El, 

: Sejam r,seQ ais que a=r+s- Vdel; entáo 2A=TqueZ e 

rs de MN ¡uE Z;logo (25)? - d= (21)? —4 (77 —5? . d)eZ.Sendok,eZ 

(respectivamente e, e, E (0, 1)), o expoente do número primo p na fatoracño de 

25 (respectivamente de d), concluimos de 0 de Z que 2k,+e,20; logo 

k, > 0; portanto IseZ. Resulta que x= > +7 - /d onde m=?reZe 

n=2sEeZ, e que m*—n a= 4 - (77 — 37 - d) 6 um múltiplo de 4. [3
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Á representacño, indicada em (2,2), dos inteiros algébricos de L como 

elementos do Z-módulo 2.547 . Ya cujos coeficientes satisfazem 

uma certa congruéncia, ainda ndo é satisfatória. Mostraremos a seguir 
que 1, é um Z-módulo livre, mas a base 1, ./d é uma base integral de L 
somente nos casos em que d=2 ou 3 mod 4, devendo ser substituida por 

1, 1d no caso em que d=1 mod 4, , 

(2.3) TEOREMA, Seja L= Y/9) onde de 9, e seja 5 = ya (respectiva- 

mente = +A) no caso em gue d =2 043 (respectiva- 

mente = 1) mod 4. Entío, 1, 6 formam uma base de Z-módulo 1. 

Demonstracño. Os elementos 1, 0 sio linearmente independentes sobre 7, 
pois o sio sobre (; poristo basta provar que7 + 7 - 6=1,, 

Por (2.2) temos- que del, logo Z+7- 6C1,. Para provar a inclusño 

inversa, observamos que qualquer x€1/, é da forma >> SA, com 

mneZenm =n?- dmod4, por (2.2). No caso em que d=1 mod 4, temos 

que m” =1" mod4, logo m, 1 tém a mesma paridade, digamos m= 2k+n com 
+/d — 

2 - 

mod 4, basta mostrar que me n sio pares, Se n fosse impar teriamos quen? =1 
mod 4, logo m =n" - d=d modde, portanto, d=00u Ei modd, o que 
€ absurdo. Concluimos que 1 é par, e dem? =n?.d=0 modd4 decorre 
que m também é par. [] 

i 
keZ; logo a=k+n- =k+n:-0, No caso em que d=2 0u 3 

É fácil ver que, para qualquer de 2, apenas uma das seguintes in- 
clusdes 

u/Aehcz E a 

6a igualdade, a saber, a primeira (respectivamente a segunda) no caso 
em que 4=2 0u 3 (respectivamente = 1) mod 4, Note que estes dominios 
iém £ como corpo de fragóes, e que no caso d = 1 mod 4 o dominio 2/4 y 
náo € integralmente fechado (veja Exercicio L.4, >) 6 portanto náo é fatorial, 
devido a (I, 9). " . 
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” Mais interessante, entretanto, é a questio se o próprio anel 1, o qual 

obviamente é integralmente fechado, é um dominio fatorial ou náo. O con- 

tre-exemplo mais conhecido € o seguinte: - 

(2.4) Seja £=Q(/—5). O dominio 1, =Z[./— 3 no é fatorial, 

Demonstracio. Como (1+2- 1-5) (Gi 2. 1/-3)=3- Te. [Ue 

Él, basta mostrar que os fatores 1-42 - “e 5i- 2. 77 

3e7 sio irredutiveis em 1,. Como eles tém norma 21, 21,9, “2, cosportvas 
mente, eles náo sáo-invertiveis|em ];, por (1.11), Se 1-+2-./—5 fosse reduti- 

vel, isto €, se existissem a, $ e TUI) tais' que 1+2- ”5 a- $, entño 

teríamos que A = Matt Arab, logo A MoteÑa, — 3,7, —7). Mas 
isto é impossivel pois" A ¡glm+n- /=n +1 SEM, -3,7, -T, 

quaisquer que sejam m,n eZ. A irredutibilidade de 1--2- 5, je 7 
é provada analogamente. [] 

Exemplos de corpos quadráticos L tais que 1, seja fatorial podem 

ser obtidos usando-se a nocáo de domínio euclidiano. Diremos que um 

dominio R é euclidiano se existir uma aplicacño d:RVO)-+N com as 
seguintes propriedades: Para quaisquer a,b € RO), 

(i) de a|b decorre da <ób 

(ii) existem PrER | tais que a=q- b+r e [?=0 ou or <óbl. 

É facil mostrar: 

(2.5) Todo domínio euclidiano é principal e, portanto, fatorial. 

Demorstracto. Dado um ideal náo-nulo a de:R, existe b e aV(0) tal que ób 
seja minimal em (da|a € aV(0)). Para qualquer a € á sejam 

“Gr ER tais que a=9- b+7 e (fr=0 ou ar <0b|. Como r=a-q-ben, 

a desigualdade ór < 0b é impossivel devido 4 minimalidade de 2b; portanto 
r=0,a=q- be(b). Concluimos que a =(b). Resulta que R é um dominio 

principal, logo fatorial, [] 

Os exemplos mais conhecidos de domínios euclidianos sio Z e o anel 
de polinómio X[X]; sobre um corpo X qualquer, sendo a aplicacño 9 

igual ao valor absoluto e ao gran de polinómio, respectivamente. 

No caso do anel 1, dos inteiros algébricos de um corpo quadrático 

L= M/d), um candidato natural para a aplicacño 0 € a norma absoluta
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(restrita a 7,0), isto €, a aplicacño definida por a>[ A; gal, a qual 
obviamente satisfaz a condicño (i) da definicño acima e que, como veremos 
a seguir, em cerlos casos satislaz também a condicño (ii), Note-se que, no 
caso d<0, a norma absoluta coincide com a própria norma uma vez 
que, neste caso, A, [a % > 0 para qualquer a € L. O exemplo mais impor- 
tante é o do anel dos inteiros de Gauss Zfi], igual ao anel 1, dos inteiros 
algébricos do corpo dos números de Gauss L= Qi) (sendo ¡= 7—D: 

(2.6) Z[1] é euclidiano em relagño á norma A auyja- 

Demonstracño: Dados elementos náo-nulos a, PEZ[i, existem u,vEQ 
tais que «- fi =4-+0:i, Existem mneZ tais que 

Ju-m)<+ e|o—nj<T. Temos que a=(m+n-1)- 6 +,onde 

Pp= Tu -m)+(0—n)- E - p=a—(m+n-8- fPeZfA, e DS /ayaP= 
= [(u—m? + (1— nm] - Nanjial </anjal; portanto m+ni e p (em 
lugar de q € r) tém a propriedade indicada em (ii). [3 

De maneira análoga mostra-se que Jay € enclidiano, em relacio 4 
norma, para de(—2,—3, —7, —L1), e estes números, além de —1, sño 
os Únicos de 2 negativos com esta propriedade (veja Exercicio 2.6). Além 
disto, (2,3, 5,6,7, 11,13, 17, 19,21,29,33, 37, 41, 57,73) é o conjunto dos 
de 2 positivos para os quais lo. € eudlidiano em relacio 4 norma ab- 
seluta (veja Barnes, Swinnerton-Dyer [5]). Náo se sabe se existem outros 
d € P tais que o dominio indicado seja eueclidiano em relacio a uma funcio 
Ó diferente da norma absoluta (veja Stewart-Tall [33] p: 92). 

Para 1; ser um domínio fatorial é suficiente, mas nño é necessário, 
que ele seja euclidiano. De fato, (—19, —43,—67, —163) € e conjunto 
dos de 9 negativos tais que lo. seja fatorial mas nño cuclidiano em 
relagdo 3 norma absoluta (veja Baker [4], Theorem 5.1). Existem também 
muitos de 2 positivos com esta propriedade, mas ainda é um problema 
em aberto se existe uma infinidade.de números positivos de 2 tais que 
Jaca seja fatorial (conjetura de Gauss), 

Mencionamos: neste contexto que, para qualquer corpo de números 
algébricos L, o anel 7, será fatorial se e somente se for um dominio prin- 
cipal, se e somente se o seu “número de classes” Ah; for igual a 1 (veja 58), 

Diremos que um corpo. quadrático L é real quando LE R; caso 
contrário, ele é chamado imaginário. Sendo L =0(./4), com de 2, é óbvio
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que L será real (respectivamente imaginário) se e somente se d> O (res- 
pectivamente <0). A distingño entre os corpos quadráticos reais e os 
imaginários será importante quando se estudar o grupo U(1;) dos ele- 
mentos invertíveis de I,, 

Mostraremos a seguir que, para qualquer corpo quadrático imaginário 
L, o grupo U(I) é igual a (1, —1) exceto nos casos d= —1 e d= —3, nos 
quais é cíclico de ordem 4 e 6, respectivamente. 

. (27) TEOREMA. Seja L= QU/8, onde de 2, d<0. 
a) No caso d=—1, UN) consiste dos elementos 

Lif=-1, P=—l 
b) No caso d= —3, U(l,) consiste dos elementos 1,£,7, 03 = —1,(%,65, 

onde ¡Ty y —3, 

€) Nos casos d £(—1, —3) temos que U(I,)= (1, —1). 

Demonstragúo. Notamos que A ¿¡olu+v- /D=u?—0? - d=u? +0? .1d]>0 
para quaisquer 1, v e €), Consideremos primeiro o caso em 

que-d=2 ou 3 mod4. Por (2.3), todo «e 1; é da forma m+n- J/A, com 
m, NEZ, e por (1.11), teremos que a € U(1,) se e somente se m? +1? + |d]=1. 
Quando d= —1, isto ocorrerá se e somente se (m, m) € ((1, 0), (0, 1), (— 1, 0), 
(0, —1)), se e somente se ae (li —1, —D). Quando d% —1, isto ocorrerá 
se e somente se (m, n)e [(1,0), (—1,0)), se e somente se x € 1, —1. 

No caso em que d=1 mod4, os elementos a el, sño da forma 

> + > » /d,comm,neZ,n? = 1? mod 4 ousseja, m=n mod 2 (veja (2.2)). 

. 2,2 
Por (1.11), teremos que «€ U(1,) se e somente ser + |d|=1, ou seja, 

m* + -|d|=4, Quando d $ —3, isto ocorrerá so e somente se 
im, n) € (2,0), (—2,0)), se e somente se aefl, —1), Quando 4= —3, 
isto ocorrerá se e somente se (m, m) e (2,0), (1, 1), (—1, 1), (—2,0), (--1, —1), 
(1, —1)), se e somente se 

ael 173 144/53 y 473 1-/3) 
2 2 2 2 

Note que estes elementos sio as poténcias [9 El, [2, (3 [% (5 de 

a 0 



Corpos de Números Algébricos 25 

Por outro lado, para qualquer corpo quadrático real-L, o grupo UI) 
é produto direto de (1, —1) e de um subgrupo cíclico infinito, que é gerado 
por um elemento e > 1, chamado o invertível fundamental de 1,. Isto será 
demonstrado no 619, como caso particular do teorema de invertiveis-de 
Dirichlet. Por exemplo, no caso L= Mm /2) ) vé-se facilmente que 1 + NE 
€ um elemento de U(1,) de ordem infinita; veremos no 819 que 1+ 7 
é o invertivel fundamental de !,. . 

. Terminaremos este parágrafo com um estudo mais detalhado do 
anel Z[1] dos inteiros de Gauss. Daremos uma resposta completa 4 questño 
de como os números primos peZ se fatoram em Z[7]. Antes, porém, 
mostraremos que esta questáo está ligada ac problema de determinar 
os números primos que sáo somas de dois quadrados m? + 12, conm,neZ. 

(2.8) Seja p um número primo e sejam m,neZ. As seguintes condicóes sño 
equivalentes: 

(a) p=mr" +"? 

(i) m+n-1 é um divisor próprio de p, “nño-invertível em ZE, 

Neste caso temos que m5 0 h; 05 elementos M+n-im-n:-isto primos 
em Z[i] e p=(m+n-5)-(m—n-1. 

Demonstracño. Ovdviamente, Má m +1) =M(m-n:D=(m+n-i): 
- (m—n-D=m*+1*>0 (sendo A = A aja). 

(1) => (ii): De p=m"+n? resulta que mx 0£ ni Jogo m+n-iem—n 
náo sño invertiveis em Z[T], por (2.7),e portanto sio divisores próprios de p. De. 
Além disto, sño irredutíveis em Z[i7, por (1.11 d), e mesmo primos, devido * 
a (2.6) e (2.5). 

(ii) (1): Existe cEZ[PNU(Z[i]) tal que P= (m+n-1)- a, e de (hilo) 
resulta que AL 12 A(m+ 9-1), Como => NMp=MNM(m+n-i)- Na, 
concluimos que M(m+n.Dd=p. 

Os números primos p que satisfazem as condigdes equivalentes de 
(2.8), para certos m,n€7, sio aqueles que se tornam redutíveis em Z[7. 
O seguinte teorema mostra que estes sio exatamente os números primos 
pEl modde p=2. 

(2.9) TEOREMA, a) Se p=3 modd4, entúo p € irredutivel em 7[1]. 
* b)Sep=1 mod 4, entdo existem números m, neZ, m Po 

sitivo e par, n impar, tais que. p=:(m+n- 1)» (m—n - 1), Os elementos m+n-
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M=—n-i sño irredutiveis núo-associados em Zi]. 
e) 2=i- a — 1, e 1-4 é irredutível em 2 

Demonstracúo, a) Se p for redutivel em Z[ú], entño existirño Ue HEZ tais 
que p=m +17, por (2.8). Obviamente, a” e 1” sño cón- 

gruos a 0 ou 1 mod 4, logo p=m? +1? =0 0u 1 0u 2 mod4; portanto 
PEF moda, 

b) Seja 4: um gerador do grupo multiplicativo EX do corpo E ZIpZ, 
o qual é cíclico de ordem p— 1 (veja (3.1)). Seu y único “subar upo de. ordem 2 

—1 

* 0 qual é um quadrado em Fi, pois 
e . 

4|p—1.Seja he z um representante de y * - entio h?= —| mod P, ou 
seja, p divide 4? +1=(h+1)- h-5. Como Z[i] € fatorial, existe um 
elemento primo 7 de Z[] tal que x|p; portanto 7 divide h+í 0u h—i 
Por outro lado, p obviamente náo divide h + nem h —i; logo x é um 
divisor próprio de p. De (2,8) resulta que existem m, nEZ O) tais que 
p= +1 =(m+n-1)-(m—n-1), e ambos os fatores sño irredutiveis 
em Z[i]. Como p=1 mod4, me n tém paridades diferentes, Substituindo; 
se necessário, m+nm-i por um dos elementos associados —m—n- PA 
N— His l, —H + M<i, podemos assumir que m é positivo e par e n é impar. 
Obviamente, os elementos m+n-iem—n- ináo sño associados em Z[i. 

e) Temos que 2= (1 + 1) - (1 -d=i- (1 — Y e, por (2.8), 1 — ¡éirredu- 
tivel em Z[i]. 

é gerado pelo elemento -i=H 

Como consegiiéncia de (2.8) e (2.9) obtemos imediatamente o o seguinte 
resultado devido a Fermat: - 

(2.10) COROLÁRIO. Para qualquer número primo p, as seguintes condi- 
c0es sño equivalentes: 

(i) Existen m,neZ tais que p=m? + 12: 
(1) p é redutivel em Z[il. 
ii) p=2 0u p=1 medd4. 

—Do Teorema (2.9) será generalizado mais tarde, no 815, a *qual- 
quer corpo quadrático L. Em particular, será mostrado que cada número 
primo p é de um dos seguintes tipos: 

(a) p € inerte em: Í,, isto €, continua irredutivel em /,; 
(b) pé decomposto em | ;,isto €, € um produto de dois elementos irredutíveis, 

náo-associados em I;; -
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(a) pé ramificado em 1, isto €, € associado ao quadrado de um elemento 
irredutivel em ly, - .. 

sendo que o último caso ocorre apenas para um número finito de primos p. 
Wa verdade, as delinicdes de “inerte”, “decomposto” e “ramificado” acima 

indicadas se aplicam apenas ao caso em que Ir é fatorial, No caso geral, 

elas devem ser substituidas por definicdes análogas, que se referem aos 
ideais maximais de 1, o 

EXERCÍCIOS 

21. 

2.2. 

2.3. 

2.4, 

2.5. 

2.6. 

Mestre que +37 € um inteiro algébrico e determine seu po- 1477 
linómio minimal sobre E), ! 

Seja L =Q(/d) onde de 2. Indique todos os r, se Q tris que 
1,r+s-./d formem uma base integral de L. —- 
(Distinga os casos d=1 mod 4 e d=2 0u 3 mod 4.) 

Para cada um dos pares (a, 6) € [(2 + 3, 1+ 1), (3-21 + 23), 
(4 +55 2 — il) “determine q, eZ[i] tais que a=49-b+r e 

A anar < 7aniab. - 
Prove que os domínios Z[,/—3] e Z[./65] náo sño fatoriais. 

a) Seja L= O(/— 26). Mostre que 3,1+ /—26 e 1-./—26 sáo 
irredutiveis em. /, e conciva que 1, níño é fatorial, 

b) Seja L=Q(/10). Mostre que ?, 3,4+./10 e 4—./10 sño ir- 

redutíveis em /, e conclua que J, nño 6 fatorial. 
.6) Seja L = CM./— 19), Porque a igualdade 

(4+./-19-4— /-19)=5-7 

nño contradiz o fato de 1, ser fatorial? 

Seja L= O(/d) onde de. 

a) Prove que as seguintes condigdes sio equivalentes: 

(i) 7, € euclidiano em relagño a norma absoluta. _ 
(ii) Para qualquer deL existe ve 1, tal que | Mijala — |<. 

(iii) Para quaisquer 7,56 Q existem m, neZ tais que: 

Er —m) —d- (5-9)? 1<4 no caso d=2 ou 3 mod. 4. 
AN 2 s—A s—n 

(+ m+ 7 ) d [ 7) <lno caso d= 1 mod 4, 
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- b) Mostre que todo de (— 11, —7, —3, —2, —1, 2,3, 5, 13] satisfaza 

2.7, 

2.8. 

condicio (ii), o que nño acontece com nenhum outro de? 

hegativo. (Veja Weiss [37], Proposition 6-4-1). 

Seja T[ y” a fatoragio (em Z)¡ do número natural y +0, Prove que 

existirio mneZ tais que g ==? +1? se e somente se, para cada 

p=3 mod 4, o expoente XK, for par. 

Seja L= Q(/d) onde dE. 

a) Supondo d<0 e 

X*+|d|- Y? no caso d=2 0u 3 mod 4, 

FC Y = XX. Y. Y” no caso d=1 mod 4, 

prove que, para qualquer número primo p, as seguintes condi- 

c8es sio equivalentes: 

(1) A equagáo F(X, Y)=p tem uma solugño (m,EZxZ. 

(ii) Existe ce, tal que MN, ¡qt =p. 

(il) p € redutível em 1. 

. b) Tente formular e provar uma afirmacño semelhante no caso em 

29. 

2.10. 

que 4>0. 

(Note que € desnecessário supor que 1, seja fatorial) 

Sejam p, m e n como em (2.8). Indique todos os elementos de Z[i] 

que dividem p. Quais deles sio associados entre si? 

Seja n um número natural tal que 1==47- (748), onde 9, heN. 
_ Prove que n náo é soma de trés quadrados, isto é, n% + +m 

2.11. 

53.- 

pos 

quaisquer que sejam k, £,meZ. . 

(Observacño: Pode se provar que todos os outros números natu- 
rais n sio somas de trés quadrados. Veja Hardy- -Wright [12], 

820.10). 

Prove que existe uma infinidade de elementos a e QY(1) tais que [a] =1. 

-Corpos.ciclotómicos 

Consideraremos neste parágrafo corpos ciclatómicos, isto €, subcar- 

MU de C gerados por uma raiz da unidade, £. 
Convém estudar preliminarmente as-raízes da unidade contidas num 

corpo K qualquer. Para qualquer elemento náo-nulo a de K denotamos
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por o(x) a ordem (finita ou irifinita) de x-no grupo multiplicativo X*, Ela 

independe de K no sentido que coincide com a ordem de a em L*, qual- 

quer que seja o corpo L2K. 
Diremos que [$ € K 6 uma raiz n-ésima da unidade em .K quando 

E"=1,isto é, quando n for um múltiplo de o(£). O conjunto W.(K) das raízes 
résimas da unidade em K € um subgrupo de K* cuja ordem é no má- 

ximo igual a n, uma vez que W(K) consiste das ralzes em K do polinó- 
mio X"—. - 

(3,1) Todo subgrupo finito V de K* é cíclico e-igual a W,(K), sendo m a 

ordem de Y. - 

Demonstracño. Por um resultado conhecido da teoria dos grupos abe- 
lianos finitos (veja Exercicio 5.2 d), Y possui um elemen- 

to y de ordem r= MMC o(a)|x € V). Temos que V< W(K) =W.(59, 
pois 7 ¿ múltiplo de o(x) para todo ze Y e m € múltipio de r. Nestas in- 

clusdes valem as igualdades, uma vez que W.(K)tem no máximo m ele- 

mentos; logo r=m, e y € um gerador de Y. 1 

. Para determinar a ordem de W.(K), convém considerar o conjunto 

7 (K) das raízes primitivas n-ésimas da unidade de K, isto €, dos ( e K* 

tais que o(0)=n. Denotamos por p (zero ou um número primo) a cá- 
racterística de K. Observemos que o polinómio X"—1e K[X] será. se- 
parável se e somente se p nio dividir n (pois (X" — 1Y =n-.X"); isto 
ocorrerá, em particular, quando p =0. - 

(3.2) Para qualquer n= 1 as seguintes condicdes sño equivalentes: 

(0) WiK) tem ordem n. 

A) 7) E $. 
(ii) py e X"—1 fatora-se em K|X| em fatores lineares. 

Neste caso, PAK) 5 $ para todo d|n, e 

WikK) = U 7,4K) (reunido disjunta). 
din 

Demonstracúo. (1)=> (ii) resulta de (3.1). 

(1) > (in): Seja € e 7,(X). Entño p [n, pois, caso contrário, teríamos p 0 
. " n - 

e ((PP=0"=1 logo (? =1, 0 que é absurdo. O polinómio X"— 1 tem
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as h ralzes 1, £,..., "e K, logo fatora-se em Kl Y] em fatores lineares. 

(ii) >(1): Existem y, ..., 7,6 K tais que X"—1=(X —17,)+ ...- (X—n). 

Como X"-— 1 €é separável, os elementos 1;;...,, sño distintos e for- 

mam W(X). 

Para todo dfn temos que UeZ(K).A última igualdade é trivial. O 

Obviamente, qualquer corpo algebricamente fechado cuja caracterís- 

tica náo divida r e, em particular, o corpo C, satisfaz as condicóes equi- 

valentes de (3.2). Por outro lado, para qualquer subcorpo K de R tere- 

mos que W(K) == (1) (respectivamente == (1, — 1)) se 1 for impar (respec- 
tivamente par), e 7,(K) =$ para qualquer > Ty 

Se K tiver característica p 7 0, entño WiKO= (2, K)=$ 

para r> 1. Notemos ainda que Wa- 1(F)= E, sendo F, o corpo de 4=7" 

elementos. 

“Estes exemplos mostram que o grupo 

Wk)= U mE 
MEL 

de todas as raizes da unidade em K, o qual obviamente coincide com o 

grupo de torcño de K*, pode ser finito ou infinito, Se for finito, digamos 
de ordem n, entio W(K)= W£K), e teremos que 7 (K) % $ se e somen- 

te se d| n; em particular, exceto no caso de característica p=2, a ordem n 

-é-par pois —1 eZ (K). 
Mencionamos ainda que, para qualquer subanel R de L, a intersegño 

WILINR ¿ um subgrupo de V(R) e WIL) é um subgrupo de U(,(R)). 

Em particular, W(L) será um subgrupo de UV(R) quando R for integral 

mente fechado em L. 

Para qualquer corpo de números 'algébricos L, W(L) é um subgrupo 

de U(1) e é finito, como foi demonstrado em (1.16); uma outra demons- 

tracño é sugerida no Exercício 3.2. Se L for um corpo quadrático, di- 

gamos L= A/D, com de 2%; entáo W(L) tem ordem 2, exceto 'nos 

casos d== —l e d= —3, nos quais tem ordem 4 respectivamente 6, sendo 

gerado por uma raiz primitiva quarta respectivamente sexta da unidade 

(veja (2.7). 

Seja K um corpo que possui uma raiz primitiva mésima da unida- 

de £, isto €, que satisfaz as condicdes equivalentes de (3.2). Para deter- 

minar as outras raízes primitivas 7-ésimas da unidade, usaremos o fito 

de WK) ser cíclico de ordem n e, portanto, isomorto 20 grupo aditivo
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(Z/nZ)* do anel.Z/nZ. Mais precisamente, observamos que a aplicacño 
definida por %+-> (* (k € 7) induz um isomorfismo de (Z/nZ)* sobre W.(K) 
€ que, sob este isomorfismo, os geradores de (Z/nZ)* correspondem biu- 
nivocamente aos geradores de W(K), ou sejá, aos elementos de 2,(K). 
Sabe-se que os geradores de (7/n7)' sño exatamente as classes primas 
mod n, isto €, as classes X + nZ tais que MDC(k, n)= 1, e que estas for- 
mam o grupo multiplicativo U(Z/17) dos elementos invertíveis de anel 
ZinZ. A ordem do grupo U(Z/nZ) é denotada por e(n), sendo y chama- 
da a funcio de Euler. Resumindo: 

(3.3) Sejr' CEPLK). O isomorfismo E: (ZnZ)* + WI), bem-definido por 
k+nZ-U KkeZ7), induz uma bijecño de UE) sobre PK). Portan- 
lo, E P(K)=e(1). 

A funcáo de Euler satisfaz a seguinte igualdade: 

op. A = Pt EE (m6), 
para quaisquer números primos distintos p,,.... p, e quaisquer XK,....k, > 1. 
Esta igualdade € uma consegténcia imediata dos seguintes fatos: 

a) O grupo U(ZZ) tem ordem p—1. (p—1) (sendo p primo e r= 1. 
b) Se MDC(m, 1)=1 entño. U(Z/mnZ) será isomorfo ao prodato car- 

tesiano de U(Z/m7) por U(Z/nZ). (Veja Exercicio 6.4.) 

Obviamente, U(Z/nZ) é abeliano mas nem sempre cíclico, Prova-se 
que será cíclico se e somente se n for igual a 4, 0u igual a p” ou p" «2, para 
algum primo p impar e rz0 (veja Ribenboim [287, Chapter 3). 

Mostraremos ainda que os elementos de .U(Z/nZ) agem como auto- 
morfismos do grupo MW£K). De fato, denotando por X,,, o endomorfis- 
mo de W,(K) definido por 7 ++ 7 (y EW.(K)), afirmamos: 

(3.4) A aplicacño definida por kr ku KE) induz um isomorfismo de 
V(Z/nz) sobre o grupo dos automorfismos de WIK). 

Demonstragúo. Sendo W(K) cíclico de ordem n, todo endomorfismo de 
— W(K) € da forma K,, para algum KeZ; e teremos que 

Kg, = (se e somente se E = 4 mod n. Além disto, k(, será um automorfismo 
de W(XK) se e somente se MDC(E, n) = 1, se e somente se k + nZ e U(Z/nz): 
Por isto, a-aplicagño acima indicada induz uma bijecño de U(Z/n7) sobre 
o conjunto dos automorfismos de W.(K), a qual é obviamente um iso- 
merfismo.” — -
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A seguir, partindo de um corpo K qualquer, estudaremos a exten 
sio L de K obtida pela adjungño de uma raiz primitiva r-ésima da uni 
dade, €, pertencente a um corpo algebricamente fechado Q > K. Recor 
damos que tal £ existirá, isto é, 7,(0) * 0, se e somente se n náo for divi 
sivel pela característica p de K (o que € trivial quando p==0). 

(3.5) TEOREMA, Seja L= K(C), sendo CEQ uma raiz primitiva n-ésima 
da unidade. Entño L é uma extensáo galoisiana de K 

cujo grupo de Galois Aut(L| K) é camonicamente isomorfo a um subgrup: 
de UZnz). 

Em particular, Aut(L| K) é um grupo abeliano e sua ordem divide on) 

Demonstragño. L € o corpo das raizes do polinómio separável X"—1 
— logo € uma extensño galoisiana de K. Associando a todc 

q E Aut(L| K) a sua restricio ao grupo WL), obtemos um homomorfis 
mo injetivo de Aut(Li XK) no grupo dos antomorfismos de W(L) que 
por sua vez, € canonicamente isomorfo 20 grupo U(Z/nZ), por (3.4). € 
resto € óbvio. EJ 

Observemos que o grau [L:K], igual a ordem de Aut(L|.K), pode 
scr um divisor próprio de ;(n), € isto acontece até no caso em que K é 
um corpo primo F, (por exemplo, quando p> 3 e n=p-— 1). Por outrc 
lado, no caso K=Q vale o seguinte 

(3.6) TEOREMA. Seja Ce C uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Entác 
L= QE) é uma extensño galoisiana de “a cujo grupc 

de Galois é canonicamente isomorfo a U(Z|nZ7) e, portanto, é é abeliano de 
ordem cn). 

Além disto,0- polinómio minimal--Py. q -é-igual -a0 polinómio 

9= [Cf 
NEP) 

Demonstragúo, Provaremos primeiro que, para todo número primo p que 
nño dividir n, os polinómios minimais P = Py ge P.= Pig 

coincidem. Suponhamos que PP; entáo existe Ce Qf[X] tal que 

X"—I=P:P,- G. Como £ € raiz de P.(X?), cxiste He QFXT tal que 
P1(47)=P- H. Como P e P, sáo polinómios mónicos em Z[X] devido 
a (1.11a), concluimos de (1.9a) que o mesmo vale para os polinómios Ge H. 
Aplicando o homomorfismo cañónico x:Z[X]—F,[X], obtemos que 
KPa KE= K(POX"Y = (KP); logo xP e xP, possuem um divisor comum



Corpus de Números Algébricos — 33 

DeF,[X]F. Resulta que D? divide x(X"— 1), o que é absurdo devido 
á separabilidade de X"—xl e F,[X]; portanto temos que P=P¡. 

Aplicando - este raciocinio sucessivamente ás poténcias [?, [P-P', 

[-"-P... onde p, pp”... sáo números primos que náo dividem n, 
concluimos que todas essas poténcias, e portanto todos os elementos 
NEP(C), tém o mesmo polinomio minimal P, ,=P; portanto O, divi- 
de P. Vale mesmo $, =P, pois 26,= ((1) > [L: K] =9P devido a (35); 
portanto e(n)=[£:K]. De (3.5) resulta entio que Aut(L| K) é canoni- 

camente isomorío a0 próprio grupo U(Z/n7). O 

O corpo WE) chama-se o n-ésimo corpo ciclotómico. O n-ésimo po- 
linómio ciclotómico, V,, que, devido a (3.6), € um polinómio mónico em 
Z[X|, de gran eín), e irredutivel em OfX], pode ser facilmente calcula- 
do a partir da seguinte igualdade: 

(7) Xx" —1=]10,, 
din - 

a qual resulta imediatamente da igualdade indicada em (3.2). exem- 
plo, para qualquer número primo p temos que X?-1=0,- p; logo 
D,=(X—1)!-(X7—1)= Y?! 4 X72 4.4 X+1, Mais Coratmnto 
para as poléncias p” de um número primo p temos que 

X= 0: Br .. Doi o Bor = (XP! 1): Op, 

logo PD, =X1: 0-04 X” e. AX"!iLO polinómio ds 
obtém-se da igualdade 

XE-1=0: 0): 6-6 =(X? 1): (X +): 6; 

logo 65 =X? — X + 1. Pode-se provar que para n < 105, todos os coefi- 
cientes de É, estáo em (0, 1, — 1), mas que ocorrem coeficientes arbitra- 
riamente grandes para números »> 105, como foi provado por Schur 
(veja Lehmer [23). 

Recordamos que, para qualquer corpo de números algébricos L, o 
grupo T(L) é finito. Determinemo-lo explicitamente no caso do n-ésimo 
corpo ciclotómico. 

(3.8) COROLARIO. Sejam Le L= WE) romo no reorema (3.6). Entño W(L) 
tem ordem n (respectivamente 21) no caso em que n 

é par (respectivamente impar).
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Demonstragño. Sejam 1':a ordem e y um gerador de W(L). Como £ e WIL), 
— temos que a MW. Seja n=pf:.... pr a fatoracío de n; 

entáo existem k, > ky, ,..,k>k, e meN tais que r' =pXx.... pH me 
MDC(m, p)=16=1,...,r). Por outro lado, o grau 

[00):0]= e) = Pi"... PAT (2D... 0,—D- 00 
é um divisor do grau - 

[L:0]=00)=p1..... PE Pi DD; 

logo ki =k1,...,6)=k, e Q(m)= 1. Resulta que 1 =- me queme (1,2). 
Sendo w par e MDC(m, n)=1, teremos que m1 == 2 se e somente se n for 

impar. £ . 

Á seguir estudaremos o anel 1; dos inteiros do corpo ciclotómico L, 

restringindo-nos entretanto ao caso em que 7 é um número primo p impar. 

* Seja L = (UD), sendo £ uma raiz primitiva p-ésima da unidade, Entño 

[L:Q]=p—1;1,£,..., (77? formam uma base de L sobre Qe, 22, ..., (771 

sño as raízes do polinómio ciclotómico O,=X"1-+X?1..+X+1.0 
grupo de Galois Au(L|[O) consiste dos p—1 automorfismos Digeeos Bp—1> 

sendo q, univocamente determinado por aL =0 (j=1,...,p—1); em par- 
ticular, 0, € a identidade de L. 

No anel /,, os elementos £— 1, 2? —1, ..., 7 1— 1 representam um 

papel importante. Calculemos. o seu polinómio minimal sobre Q: 

(3.9 E—1,...,7 !— 1 sáo ratzes do polinómio 

y, = XxX +( P D XL + (7) XA + (1)e200 

que é irredutivel em Q[X]. 

Demonstracño. Para todo'je [1,...,p— 1), o elemento £1— 1 é obviamen- 
te raiz do polinómio - 

on MEDI 1 E Y _— 
OD GX X(7) X=. 

o qual € irredutivel pelo critério de Eisenstein. == 

- É óbvio que a irredutibilidade de y, segue também da irredutibili- 
-dade de $,, demonstrada em (3.6), Por outro -lado, a irredutibilidade de
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6, pode ser concluida da de Y, e que fornece uma alternativa para a 

demonstragio dada em (3.6), no caso em que n=p." 

Como cada um dos elementos y e (—1 € um elemento primitivo 
da extensio L de O), o seu polinómio minimal sobre €) coincide com 

o polinómid característico em relacio a L| Q. Portanto, escrevendo 7 
e A em lugar de 771 € Mr q, temos, para j=1,...,p— 1, que: 

(110) 76 = —1, 707 —1)=-p, FU 9 
NU=1, ANU-D)=p, Ma-0)= 

É óbvio que- as poténcias de £ sio invertíveis em /,. Por outro lado 
mostraremos que: 

(3.11) a) 1—0,..., 1-"-1 sño irredutveis em 1, associados dois a dois. 
b U-0- haZ=p-7. 

. €) p é associado a (1 — EY! em ly. 

Demonstracúo. a) Para j=1,...,p— 1 temos que 1—Cel,e M(1—0)=p; 
logo 1—£ é irredutivel em /,, por (L.11d). Além disto, 

1-— € € associado a 1— €, uma vez que 

180-967 +07+..+5+1) 
“b) De (1.11b) concluimos que p= M(1—Ee(1—£)- haz. Como 

pZ € um ideal maximal de Z e 14(1—0)- 1, por a), resulta que 

PZ= (1-0) nz 

ce) p=MU-0= TT oft— 0= T (a — é associado a(l— 1, 
- =1 =i 

por a). 1] 

Podemos agora demonstrar que o Z-módulo 1; € livre. Mais pre- 
cisamente: 

(3.12) TEOREMA, 1,£,...,77? formam unia base do Z-módulo Iy, 

Demonstracúo: 1,6... (7? sño linearmente independentes sobre Z, pois 

o sio sobre Q.'Obviamente Z + 7- + ..,+7- (>? EL; 
portanto. basta provar a inclusdo inversa, Seja x 6 I,, digamos € =ao0+ 
+ay” E+... +0... E, sendo ao, ... , 7-7 E Cl. Mostraremos primei-
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P—2- , 

ro que a, EZ. Aplicando o trago ao produto a- (1 —£)= Y a; ((7— 67!) 

e observando que 7(0—[*1)=70-76*'=0 para j=1,...,P—2, ob 

temos que 7 (3 - (1—5))=00 F(1-)=ao » p. Por outro lado, temos que 

Fe- 4-0)="5 ofa- A-0)=" gr A-e-0:- LNZ=pl 
=1 i=1 

por (1.11a) e (3.11); portanto ag eZ. 
- Supondo, por indugño, que ag, ..., 4; EZ para algumje(1,....p—2), 
mostraremos que a;E Z. De fato, multiplicando a por 4-4, obtemos que 
a-P i=a+aj, E+...+ Apo PI + dor EI +... +aj ETA 

Substituindo £”7! por —1-—£—...— (77? concluimos que a: (?)=— 
=(a;— a; 1)+6; - E+...+Dbp.9 + 77%, com Dj, ...,by_2 € Q apropriados. 

Como a: Je l,, resulta da primeira parte da demonstracño que 

a;— aj. E Z; portanto a;= (ay; — a; 1) + a; , E Z. Concluimos que 

do ...50p-2 EZ, logo dEZ+ Ze L+...+2Z-0777, [j 

Mencionamos, sem demonstracño, que este teorema se generaliza ac 

n-ésimo corpo ciclotómico, para qualquer m> |; de fato, este tem 

1,€,...,(9-1 como base integral, sendo € uma raiz primitiva n-ésima 

da unidade (veja Ribenboim [28], Chapter 13 (4), ou Weiss [37], 7-5-4). 

Terminaremos este parágrafo mostrando, para o p-ésimo corpo ci- 
clotómico L= O(0), um resultado de Kummer sobre o grupo U(T), que 

teve um papel importante na tentativa de provar o Último Teorema 

de Fermat (veja Borevich-Shafarevich [67, Chapter TI, $1). Ele afirma que 

todo elemento invertível de 1, € produto de uma raiz p-ésima da uni- 
dade por um elemento invertivel real; em outras palavras: 

(3.13) TEOREMA. U(I,) é produto direto dos subgrupos Wi(L) 

Ud) R. - 

Demonstragño. Para qualquer 0 € € denotamos por »* o complexo-con- 

jugado de ». Lembramos que ou - 0*=| 0]?=|0*1?, e que 
O =0* se € somente se w € R. Notamos que a restricáo, ao subcorpo L 

do automorfismo + de C coincide com Op-1,Poist - C=Le=1=L- 0, .l 
Sejax e U(1,); entio «*=0, (0 € V(T,)e, para todo == L...,P—1, temo: 

que 00% =0f0,-10)= Op-1 (0,0) = (0,0%, pois Aut(L| 0) é abeliano 

portanto O; (7) (0,0)! » 7,0% tem valor absoluto igual a 1. De (1.16
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concluimos que e WIL), e de (3.8) resulta que + = (— 1 + £%, com 
a 

eef0,1) e kEN. . 
Para mostrar que e =0, consideramos o homomorfismo canónico 6 

do anel 7, sobre o anel quociente 7 = 1, /(1 — £)- I;. Obviamente 06 =01=1 
-_ - 2 

(unidade de 7), logo 8* = 00 —1 e assim 98 = y 0b,= 0f* para qual- 
1=0 

IZ . 
quer P= Y b;- £ (com bo, ...,D,-. 67); em particular, 6x=00*. Suponha- 

i=0 

mos que e=1; ento a= —£*. a*, logo 0u= — 00*, logo. (2)=2 - da=0, 

ou seja, 2z€ (l — £) - 1;.Como «e UI), temos que 2e (1 — í - IL, nZ=pl 
por (3.11b), o que é absurdo; portanto x= 7.0”. Existe meN 

tal que X= 2m mod p, logo e = (0% (e) R. Concliimos que 

m, % a=E ón 

direto. [) 

€ W(L) - (UT) n R). Como WíL)n R=(1), este produto é 

Observemos que de (3.13) resulta também a igualdade 

U()= MK, O (Wi) Ro) 

onde NR. y é o grupo multiplicativo dos números regis positivos. Veremos 

no $18 que U(I,)n R., € um grupo abeliano livre de posto P- 

EXERCÍCIOS 

3.1. Prove que náo existe nemhum corpo infinito cujo grupo multiplica 
tivo seja cíclico. 

3.2. Seja me NV(0) e sejam p,, ..., p, Os números primos menores que m+ 2. 
- Prove: 

a) Se ke NV(O) tal que ¿(k)|m, entño km - p¡ -...- ps. 
b) Para qualquer extensáo L de () de grau m, WIL) é um grupo finito 

e sua ordem divide mp; :...- Pu 

3.3, Sejam C,7e C raízes primitivas 7- respectivamente m-ésimas da uni 

dade. 

a) Prove que se MDC(m, n)=1 entáo £- 57 € uma raiz primitiva 

nm-ésima da nnidade.
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b) Conclua que se n for impar, entño —£ será uma raiz primitiva 
2n-ésima da unidade e 6,,=0 (— Y). 

Prove que: 

a) Qualquer polinómio mónico FeZ[X], tal que todas as raízes 
de F em.C tenham valor absoluto igual a í, € um produto de po- 

linómios cictotómicos. 

b) Para cada m > Í existe, no máximo, um polinómio de grau m des- 

te tipo que € irredutivel em O[X]. Determine os números m para 
os quais tal polinómio realmente existe, 

Seja L o 12-ésimo corpo. ciclotómico. 

a) Determine Aut(L| Q) indicando explicitamente seus elementos, 

b) Determine todos os subgrupos de Aut(L| (1) e todos os subcor- 

pos de L, 
e) Calcule o polinómio ciclotómico 0,,. 

Seja Q um corpo algebricamente fechado e seja n> 1 náo divisível 
- pela característica p (zero 0u prima) de . Sendo 8, ,= IT (Y —m), 

prove que: 17€ (0) 

a) $, , € a iMagem de D, pelo homomorfismo canónico Z[ X] -+ Of X] 
e, portanto, seus coeficientes estáo no corpo primo de Q. Dé uma 
demonstracgio que nño utilize. a irredutibilidadé de (,. 

b) No caso p 70, $, y € UM produto de = polinómios irreduti- 

veis em F,[X], de grau f, sendo f a ordem da classe p +7 no 

grupo U(Z/nz). 

Seja L= CU), sendo 6 uma raiz primitiva m-ésima da unidade, onde 

m> 2, e seja K= QC +61), Prove que: 

a) Por =X +5): X +1. 
b) Seja o o automorfismo de L determinado por s£ =="; eniño K 

€ 6 corpo fixo do subgrupo de Aut(L|K) gerado por o, 

c) K é o-maior subcorpo de L que está contido em R. 

d) [L:K]=2 e [K:Q] = 2. 

e) Delermine os m tais que r seja o Único subcorpo de L com 
[E:K]=2.
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38. Seja L= E), sendo CeC uma raiz p-ésima da unidade, onde p é 
un húmero primo £2, 

a) Visualize no plano complezo a posicño dos elementos invertíveis 
de 7, usando o Teorema (3.13). - 

b) Prove que 1 + e U(7) e indique um k e N tal que (1 +5 "en 
c) Prove que, para qualquer x € U (11), témos que [a] e U(1;) e 

—— e W(L). 
La _ 

— BP — A -. FP 
d) Prove que os elementos invertíveis : = = , - > : — - 

()- 1, 2 Da ) sio distintos dois a dois. 

84, Discriminante 

Mais importante que o discriminante disc(F) de um polinómio 
FeKIX], definido no 80, é o discriminante dise x(C:, ...0,) de uma 
rupla de elementos e,,...,%, pertencentes a uma extensño L de K, de 
grau n, que introduziremos a seguir. Usá-lo-emos para provar, no caso 
de um corpo de número algébricos L, que 7, está contido num Z-módulo 
livre, o que permitirá demonstrar, no 85, que o próprio 1, é um Z-mó- 
dulo livre, ou seja, que L possui uma base integral. Além disso, o discri- 
minante de uma base integral de L, que será cliamadó o discriminante do 
corpo Le denotado por d, representará um papel importante no 813, onde 
será mostrado que seus fatores irredutíveis sño exatamente os números pri- 
mos que se ramificam em L, - 

Seja L uma extensáo finita de K de grau n..Para quaisquer x,,...,0,EL 
definimos o discriminante da n-upla d,,...,0, como 

discr ¡xfo1,...,0,) = del (77 y(2;- ay E K. 

Sem perda de generalidade podemos supor que a extenso L de K seja 
separável, pois, caso contrario, o discriminante sempre seria igual a zero, 
uma vez que 7, a=0 para todo «eL. 

Discriminantes de diferentes m-uplas estáó relacionados da seghin- 
te mañeira, 

(4.1) Para i=1,...,n seja y,= Y, et 0, onde cie K. Entáo 
=1: - 

disc; xy, 9) (det(c,-) y discry xÍLy > ..., 0).
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Demonstracño. Basta aplicar 7, a igualdade y, - Y, = Y, Cu" Cap UU; 
. - LT=1 - 

e considerar os determinantes das matrizes assim obtidas. [] 

Sejam 0,,...,0, 08  K-isomorfismos de L em $ (corpo algebrica- 
mente fechado que contém L); entño, para quaisquer 21, .:.,0, E L temos 

que 

(42) discy lay... %)= (detozep). 

Demonstracño. Resulta de 7 ¿(a;- €)= Y o,0- 040; (hj=1,...,n). C 
k=1 

Mostraremos que o discriminante da r-upla 1, e,..., 07! coincide 

com o- discriminante do polinomio característico de a; de fato: 

(4.3) Para qualquer 0.€ L temos que 

n n 

discrinll,a,....)= 11 TI (ea— nj = dise) = 
mi jst+ 

— O 7, Pto), sendo EF = Furli: 

Demonstracúo. Substituindo X; por ex no determinante de Vandermonde 

der (X4')= [TI] (X;-— X) (veja Zariski-Samuel [38], 
, 1 jsi 

p. 94) e usando (42), obtemos a primeira igualdade. Resulta que 

discrx(1, a, ...,0"1)=disc(F), uma vez que F= |] (X — 02). Como 
=i . 

.F= Y Xx — 10)... (X — o (a): (XX — oa)... (X —.0,0), 
= 

temos que 

Flo,a) = (0,0 — 0,0) +... + (00 — 0.10) - (0,% — Or; 10) + ... + (aja — 0,6. 

logo - 

A AE= Ti Fa) = Ñ ñ (02 — 9): Ñ a (04 — 0 0)= 

Le 
= (— e HH 

i=1 
Ti (00 — 09. 

j=1+1 -
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Usamos (4.3) para caracterizar as bases da extensño L de K por meio 
do discriminante: 

(4.4) Sejam f.,....P,€ L. Teremos que disc, xP, ....B) E O se e somen- 
te se Pa... B, formarem uma base da extensño L de K.- - 

Demonstracúo. Seja a um elemento primitivo da extensño L de K. 
Entáo 0% ..., 0,4 so elementos distintos, logo 

discr ¡x(1, e, ...,0-1)0, por (4.3). Como 1, ey, ..., 4-1 fornam uma base, 
» . . . - existem b,;e Q tais que P= Y bj. d?-1(=1,7A). Obviamente f,,..., B, 

=1 
formardo uma base se e somente se det(b;) £ 0, 0 que ocorrerá se e somente 
se disc, ¡x(B,..., 2.) +0, devido a 4.4) DD. 

Usando (4.4), mostraremos que toda base da extensño L de K pos: 
sui uma base dual. Isto será uma consegiéncia da seguinte afirmacño: 

(4.5) Suponhamos que Pú, ..., B, formem uma base da extensño L de K. Para 
quaisquer Cr,...,C,E K existe um e um só uEL tal que 7 y x(B;- e) =e 
(E=1,...,..., A). 

n - 

Demonstracio. O sistema de equacóes lineares Y Inathi- B)- X=; 
=i - 

(E= 1, ...,) possui uma e uma só solugáo ar,...,a, E K, 
uma vez que del (7 | x(8;- B))= disc, x(P;,..., PIO, por (4.4). Obvia- 
mente, a=a- A+... +a,- $, € o único elemento de L que tem 2 pro- 
priedade desejada. [] 

(4.6) Para qualquer base P1,..., $, da extensño L de K existe uma e uma 
só base P,....P, desta extensño tal que 

Faatf- 87 = 6; (hj — 1, +A). 

Para todo «EL temos que a = Y Fi (f;-0)- $. 
151 

Demonstracño. De (4.5) resultam a existéncia e unicidade de elementos 
B1..... P. E L que satisfazem as igualdades indicadas. Para 

quaisquer a;,...,0,€ K temos que
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Tue ($ a; 5) = » ay EA BD =a (i = 1,...,T; 

portanto x= Y a;- f implica que a;= 77 «Á;* e) (=1,..., 7). Em parti- 
i=1 - 

cular, se a =0 entio ay =...=0,=0; portanto 2, :..,f, sio ¡mearmente 

independentes, logo formam uma base da extensdo L de K. 

A base PB, A indicada em (4.6) € chamada a base dual da base 

Brse.., Bar É Óbvio que, poroutro lado, 9. ..., 8, formam a base dual da base 
n 

Bi.....B, € que todo «EL se escreve como x= Y 977 fa Pa - Pi. 
. El 

No que se segue, sejam R um dominio integralmente fechado 'e L 

uma extensño separável, de grau n, do corpo de fracóes K£ = Q(R). Mos- 

traremos que 1,(R) está entre dois R-módulos livres, M e M', sendo o 

primeiro gerado por uma base f,,..., f, da extenso L de K tal que 

Pre TR) (j=1,....7) e o segundo pela base dual. Observamos que uma 
base f,,..., ), deste tipo pode ser obtida multiplicando uma base arbitrária 

por um certo elemento de RV0), uma vez que L=(1:(K))aop por (1.7). 

(4.7) TEOREMA. Siponhamos qe Éy,.... B,€1(R) formem uma base da 

extensáo L de K e P,...,B, a sua base dual. Entac 

temoS que ME TR) = MV onde M=R-Pr4...+R-B,eM=R: + 
+... +2 + B,.sñ0. R-módulos livres, com bases By, .... By: Bio... By ves: 
pectivamente. - 

.Demonstragño. Obviamente, [,,.... P, €. B¡,....P, sio linearmente inde- 

. pendentes Sobre R; portanto formam bases de Me M 

"respectivamente. A inclusio MG /,(R) é óbvia. Todo a € !(R) escreve-se 
a" 

como a= Y FP" 0) fi, por (46), e temos que 7; p(P;- a)ER 
j=1 

(/=1,...,1), devido a (1.16). Portanto, temos que 1,(R)SM. [1 

Consideremos agora, para qualquer subanel $-de I £(R) que. contém 

R, o discriminante formado por s-uplas de elementos de S. De (1.10 a” 

resulta:
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(4.8) Seja RESEIUR). Para quaisquer ay;...,0,ES temos que 

disc, 1 FCI e... [2 ER. 

O ideal ds, de R, gerado pelo conjunto "dos discriminantes 
discr ¡x(0y, -.... €), onde d,..., Q, percorrem todos os elementos de 5, é 
chamado o ideal discriminante de S| KR 

(49) Seja RESEI UR) e suponhamos que 5, considerado como R-módulo, 
possua uma base Pí,....B,; entáo, . 

a) Dsir é um ideal principal, gerado por disc. xP, .... PB.) 
Além disto, para Queisquer Ei, ...,..., 0, €S, temos que: - 

b) discz ¡x(%y;...,%,)= a? - disc, x(P,,...,B,) para algum aeR; 
Cc) a, ...,0, formarño uma base do R-módulo $ se e somente se a € UR), 

Demonstracño. b) Seja a; = > ai; + Br(i=1,...,m, com ER; entáo, a 

igualdade indicada vale com a= det(a:)ER, por (4.1), 
a) é uma consegúéncia imediata de b), 
C) aj, ...,0, formario uma base do R-módulo $ se e somente se a 

matriz (q) possuir uma inversa com elementos em R, o que ocorrerá 
se e somente se aE UR). Cc 

Concluimos . de (49) que os discriminante dise, ¡(PB .. 8.) e 
discr | (%1. -.., 9%), formados por diferentes bases P,,.. > DE En... 0, do 
R-módulo 5, se distinguem apenas por um fator que Eo quadrado de um 
elemento invertivel de R. 

Exemplos de anéis S que satisfazem as hipóteses de (4.9) sño fornecidos 
pelos anéis R[a], onde axe /,(R) é um elemento primitivo de L| K. De 
fato: - 

(4.10) Para qualquer %ENIR), as seguintes condicóes sño equivalentes; 
G) L=K(o). o 

(Ei) 1,0,...,0"1 formam uma base do R-módulo Ra]. 

Neste caso, Ou ¡n € gerado por discr ¡(1,a,..., a"). 

Demonstracto. (1)=> (ii): Os ciementos La, ...,a"-! sio linearmente inde- 
pendentes sobre K, logo também sobre R. Eles formam 

um sistema de geradores do R-módulo Rfe], uma vez que aré raiz do poli- 
nómio mánico P, ¿ ERPX], de grau
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- (ii)= (i): Como 1,2, ...,a"-! sño linearmente Independentes sobre K, 

temos que [K(a): K] > n= [L:K]; logo K(Q) = 
A última afirmacño resulta de (49). [] 

Á seguir, restrigimo-nos a0 caso em que L é um corpo de números 
algébricos, n= [L: 0] e R=7. Neste caso, oblemos de (4.9) a seguinte 

afirmagiáo mais forte: * 

(4.11) Seja S=1,. Para rodas as bases P.,....B, do Z-módulo S (caso 
tais bases existam), os discriminantes disc, AP.....],) coincidem. 

Em particular, os discriminantes de todas as bases integrais de L coin- 

cidem. 

Demonstracño, Por (49), o quociente dos discriminantes de duas bases 

quaisquer do Z-módulo S é invertivel e € um quadrado 

em Z; logo € igual al. 

Será provado no $5 que todo corpo de números algébricos L pos- 
sui uma base integral 2,,...,/,; o discriminante disc, (Py... $.) (que 

independe da escolha desta base, por (4.11)) € chamado o discriminante 

do corpo Le será denotado por d;. Será mostrado também que nem sem- 

pre existe uma base integral da forma [,e,...,0"- 1, Condicóes necessá- 

rias e suficientes para a existéncia de uma base integra! deste tipo sño 

dadas na seguinte proposicño, que é uma consegiiéncia imediata de (4.10) 

e (4.11). 

(4.12) Seja [L:Q]=1n. Para qualquer x El, as seguintes condicñes sño 

“eguivalentes: 

0) h.=Zfe. 
(DD 1,0,...,0"-! formam uma base integral de L. 

(TD) d, = disc jall, 2, ...,0"D). 

A seguir, caicularemos o discriminante d, no caso de corpos quadrá- 

ticos e ciclotómicos L. Veremos, em particular, que nestes casos existe 

um de J,.que satisfaz as condigdes equivalentes de (4.12), Quanto a um 

método para calcular o discriminante d; no caso géral, veja Ribenboim 

1281], Chapter 13 (1). 

A) Corpos-guadráticos 

Seja L= A/A, sendo de 9, Para qualquer a == r +s- NZA com 

r,s EQ, temos que a (+. d)+2r.s- /d; logo
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Fl Fa 2 > : — — det = 4% .d disco pal, e) = del 7 70) e Ch Ar +5.d) ) - 

E Em particular, temos que discr o(1, /d) = 4d e dise Ya 

, 1+./d . sa 
Como 1, NZ respectivamente ¡E E formam uma base 'inte- 

gral de L no caso em que d=2 0u 3 (respectivamente = 1) mod 4 (veja 
(2.3), concluimos que: ' - 

4e quedo d=2 ou 3 mod 4 
(4.13) de -1 d quando d = 1 mod 4 

B) Corpos ciclotómicos 

Seja L= 5), sendo € uma raiz primitiva p-ésima da unidade, onde p 
€ um número primo impar. Recordamos que Poo= Forja = Pp, que 
D,(()=0 para j=1,....p—1, e que 1,£,...,(?-2 formam uma base in- 
tegral de L, Afirmamos que 

ri 
(4.14) d, =(—1) ? . pr, — " 

N - — (7) Demonstragúo. Temos que de =discr (1, €, ..., (7 *)=(—1) Ma P (0) 

por (4.3). Como (7) ==. (p-2)e Lim a mes- 

ma paridade, basta provar que A, ¡(DE =p"-2.De Y? — i=(X —1)- D, 
obtemos que p- X7?!'—(X—1)-. 8, +0, logo p- (7 "=(2—1)- DLE). 
Aplicando a norma, resulta que p””! =p" Mal D(E) por (3.10); logo 
ML ¡a(D7(0)) = 7. L] — 

Mencionamos, sem demonstracio, que a igualdade (4.14) se genera- 
liza ao n-ésimo corpo ciclotómico, para qualquer n> 1 (podendo-se supor, 
sem perda de generalidade, que r seja impar ou divistvel por 4) da se- 
guinte maneira: . 

- 5 YU 

- Yee 
Pla 

sendo s o número de fatores primos distintos, de n (veja Ribenboim [28], 
Chapter 13 (4). - 

de =(-1)
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EXERCÍCIOS 

4d, 

4.2. 

4.3. 

4.4. 

4.5, 

4.6. 

Seja [L: Q] =n e seja s o número de isomorfismos de L em R: 

a) Prove que n—s € par. o 

b) Prove que n— será divisivel por 4 se e somente se existir deL 

tal que disc, a(l, %,..., a-> 0. Neste caso, temos que 

disc, ¡(0 ,....0,) 2 0 para quaisquer e,:.., 0, EL. 

Seja L um corpo quadrático. 

a) Dado ae DO, calcule a base dual da base 1, 

b) Prove que 1.- (d+ /0) formam uma base integral de L. 

Seja [L: Q]=n e suponhamos que $9,,...,8,€ 1, formem uma base 
da extensño L de (). Usando o fato (a ser demonstrado em (5.6)) que L 

possui uma base integral, prove que: 

a) Bi, .... Ph, formaráo uma base integral de L se e somente se 

|discr ¡(BB = min((| disc, ales --.. 0) | 1-0 EMO). 

b) B,,.... $, formarño uma base integral de L se discr ¡a(f;, -.., 8.) nño 
for divisivel por nenhum quadrado c* 1 (onde cEZ). 

c) Mostre, através de um exemplo, que náo vale a afirmagáo inversa 

de b). 

Seja L= QU), sendo « uma raíz do polinómio X3—-3X +9. 

a) Prove que X? —3X —9 € irredutivel em OY], 
b) Prove que dise, ¡a(1, 4, 0?) = —27.7. 11, 

c) Sendo P=3:a"!, prove que Pel,, que Z+7-:a+7-.f é um 

. subanel de 1 e que Za] SZ+Z-u4+72-f. 

(sueeño: Verilique que P =1-— e . 

d) Conclua que existe m> 1 tal que disc .a(l, 2, 07)=m?- discr .a(l,a,P). 

€) Usando o item b) do Exercicio 4.3, conclua que 1, a, ? formam 

uma base integral de L. - 

Seja L= Q(e), sendo a uma raiz do polinómio x: — X— 1 (respec- 
tivamente Y? 10X.+.1).- Prove que: — 

" a) Este polinómio é irredutível em Q[ X]. 

b) 1,0,a7 formam uma base integral de L, 

Determine uma base integral e o discriminante dos seguintes corpos 

de números algébricos: A/2,3, YY, aLY6), UY).
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55. Bases integrais 

O nosso objetivo é mostrar que todo corpo de números algébricos L 

possui uma base integral, ou seja, que 1, é um Z-módulo livre. Como um 

primeiro passo, mostramos no $4 que 1, está contido num Z-módulo 

livre. De fato, de maneira mais geral, foi provado em (4,7) que, para qual- 

quer dominio integralmente fechado R, o' R-módulo 1¡(R) está contido 
no R-módulo livre Ry, +...+R- 7, sendo y,,...,7, Uma base apro- 

priada da extensño finita e separável L de corpo de fracóes K=Q(R). 

Assim podemo-nos restringir 4 questio de saber se todo sub-mó- 

dulo de um A-módulo livre é livre. Para estudar esta questño, convém 

imergir o R-módulo livre M num XK-espago Y, o que pode ser feito da 
seguinte maneira: Fixando uma base f,,...,[, de M, consideramos 0 

H 

conjunto Y de todas as combinacóes lineares “formais” $ a; 3, onde 
1 

y, ..., 0, percorrem K, Obviamente Y é um K-espago com base P,,..., 
e, considerado como R-módulo, contém M como submóduio. Além dis- 

to, a construcño de Y independe da escolha da base, no sentido que os 

K-espagos construidos a partir de diferentes bases de M podem ser iden- 

tificados. 

Qualquer submódulo N de M gera um subespago Nx do K-espa- 

co Y, consistindo de todas as somas finitas 2; - v(+...+a,- v, onde 
Ypae..59, EN € a,...,0,5 K; em particular temos que My = Ve (0) = (0). 

Pelo posto do R-módulo N entendemos a dimensio do K-espago Nr, 
a qual no máximo € igual a a. Como a independéncia lincar sobre R de 

elementos de N equivale 4 sua independéncia sobre K, concluimos que. 

o posto de N € igual ao número de elementos de um sistema maximal 

de elementos de N linearmente independentes sobre R, Notamos que ta! 

sistema nem sempre é uma base do R-módulo N, mas toda base do R-mó- 
dulo N € um sistema deste tipo. Mencionamos ainda que o próprio M 

tem posto rn, que (0) € o único submódulo de M que tem posto zero, e 
que NEN'S M implica que o posto de N é no máximo igual a, mas 

nem sempre estritamente menor que, o posto de MN, 
Vale a pena observar que a imersáo de um R-módulo livre M num 

K-espago Y pode ser feita de uma mancira mais sofisticada, que dispensa 

a escolha de uma base de M, pelo processo de “extensño de escalares”. 

Tal processo aplica-se a situagóes bem mais gerais, a saber, ao caso em 

que RES sño anéis arbitrários e M é um R-módulo qualquer, Neste 

caso, o produto tensorial 5 Q y M € um S-módulo, e existe um homo- 

morfismo (nem sempre injetivo) de M sobre um submódulo. M; de 5 Q y M,
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sendo este considerado como R-módulo. (Veja Exercício 50e Atiyah- 
Macdonald [3], p. 27.) 

Para que todo submódulo de um R-módulo livre seja livre, é neces- 
sário que o dominio R seja principal, como mostra o Exercicio 5.4, O 
seguinte teorema mostra que esta condigño também é suliciente. Utili- 
zaremos na demonstracio deste teorema o fato que, para domínios prin- 
cipais, tedo conjunto náo vazio de ideais possui um elemento maximal, 
o que será provado, num contexto mais amplo, em (7.3). 

(5.1) TEOREMA. Sejam R um dominio principal, M um R-módulo livre 
de posto n e M um submódulo de M de posto q (sen- 

de q <n). Entño: 

a) M' é um R-módulo livre. 
b) Existem uma base Es, -...5, de Me elementos a,,.. ..0,€ R tais que 

ayfer|...|a, e dy -Ey,...,ay E, formem uma base de M. 

Demonstragño. a) Podemos supor que M' % (0). Consideremos o conjun- 
to L(M, R) das “formas R-lineares” de M, isto 6, dos 

homomorfismos do R-módulo M no R- módulo R. Obviamente Z(M, R) 
é um "R-módulo, sendo a adicio e a multiplicacño externa definidas res- 
pectivamente por 

+ wWi yy) +w0) e a-0: ya: (y) (yeM) 
onde v, we .P(M, R) e aeR. 

Para qualquer ve 2(M, R), v(M) é um ideal de R. No conjunto 
(1 (M)|.0 € L(M, R)) escolhemos um elemento maximal, digamos 
HM)= a, R, sendo ue Z(M, R) e a,eR. Mostraremos primeiro que 

(1) a,=0. 
De fato, suponhamos que f,,..., 8, formam uma base de M e, para 

$=1,...,A, seja pr,e LM, R) definido por D a; Prr ay (ay, ...,a, E R). 
=1: 

Como M' possui um elemento náo-nulo, digamos y = Y cie Pi, existe 
1=1 

ke(l,...,m tal" que pri(y)=c 0; logo priM)= (0)--Concluimos que 
a, 750, devido á maximalidade de (A). 

Escolhendo se M' tal que u(e)=a,, afirmamos que
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(2) An divide v(e) para qualquer ve FM, R). 

De fato, sendo' R um domínio principal, os elementos a,, v(e) pos- 

suem um máximo divisor comum da forma d=b-a,+c- (e), com 

b,ceR, ou seja, d=w(e), onde w=b-u+c-ve Z(M, R). De dia, 

decorre que a, - R Sd» R=v(s): RE w(M), e valem mesmo as igualdades, 

devido A maximalidade de a,- R. Concluimos que a, € associado a d e, 

portanto, 6 um divisor de v(2). 

(3) Existe ec M tal que e' = a,:e e ue) =1. 

De fato, de (2) resulta que; para cada je(l,.. ..11%, existe SER tal que 

me= ay ey sere Yes By entño ay e= Va,- e; B= PL BI 
3 1 

==. De a, le) a+ El = a" (e) decorre que ue) = 

(4) M é soma direta dos submódulos Ker y e R-e. 

De fato, qualquer « € M escreve-se como e = (2 — t(0) - 6) + u(o) - e, 

e temos que e — ula) - se Keru devido a (3). Se reR tal que » «- ee Keru, 

entño O =u(r - e)=r - ule)=r, logo r - e=0; portanto KerunR-e= (0), 

e assim a soma Keru+R-e € direta. - 

(5) M' é soma direta dos submódulos M' nKeru e R-e. 

De fato, escrevendo-se ae M' como acima e observando-se que 

ul) EU(M) = a," R, concluimos que existe DER tal que 

a = (a—D- a, 8) — be a: 6 = (a—D- 6) + bee e(Kerun M) + RE. 

De (4) resulta que a soma (M' nKeru+R-e' € direta. 

Completamos a demonstragño de a) por inducño sobre q. Sendo tri- 

vial para q=, supomos a) válido para quaisquer submédulos de M de 

posto y — 1, onde q > 0. De (5) resulta que o K-espaco My € soma di- 

reta dos subespacos (M' n Kermy e (R-e)e=K-€'; logo o posto de 

M'nKeru é igual a q — 1, Pela hipótese de indugño, M' NKeru é um 

R-módulo livre. Usando novamente (5), concluimos que M' é um R-mó- 

dulo livre. 

b). A demonstracño será feita por inducño sobre n, Sendo trivial 

para n=0, supomos bj válido para qualquer R-módulo livre de posto 

n— 1, onde n> 0. Consideramos o R-módulo Ker uv eo stibmódulo 

Mn Ker y. Pela parte a) do teorema, Keru é livre, e de (4) € (5) resul- 

ta que Keru e M' nKeru tém poston—Leg—1, respectivamente. Por 

hipótese, existem uma base £2,...,£, de Ker y e elementos a;,...,4,ER
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tais que a-|aa|.. .19g € QUE dz + Ez, ..., 67 6, formem uma base de M'nKer uu 
Concluimos de Ds € (5) que 5, 69, ...,£, formam uma base de M e que 
Au * E, dy * En, ..., dy * €, formam uma base de M'. Resta provar que € a, di- 
vide a, De fato, seja we FM, R) definido por 

"EH Ca By... + Ent EC +0 les, ee CH ER); 

entio - Wa, - 6) EAT), logo a,R=wM") devido a' máximalidade 
de a, - R. Por outro lado, ay = wa, + £2) € WM) =a,- R, logo a,|a;. 

Mencionamos sem demonstracño que os ideais a+ R,.. - R sño 
univocamente determinados por M e M' e sño chamados as invariantes 
de M' em M (veja S. Lang [20], p. 394-395). 

(5.2) COROLARIO. Com as notacóes usadas em'(5.1), o isomorfismo do 
R-módiulo Rx... x KR sobre M definido por - o 

" 

(UE E E D LE £; (ri, 7 ER) 
j=t 

induz um isomorfismo do R-módulo Ray - Rj x 1. X Ray” REX Rx... XR 
y 

sobre MIM', - "E 

H 
- 

Demonstracúo. Seja y = Y 7;* Ej. Por (5.1b) teremos que y e M' se € so. 
ii 

mente se r ea, - Rooney Pa E d,* KR, a ==... =7,5=0. 0] 

. De (5.2) obtemos um importante corolário sobre R-módulos finita- 
mente” gerados: 

(3.3) COROLÁRIO. Sejam R um dominio principal, e e N ym R-módulo ge- 
rado por n elementos. Entñúo existem s, tEN' com 

S+15ñ e elementos nño-nulos a,,...,a,e RNU(R) tais que a; Vel - .lase 
N.seja.isomorfo ao. R-módulo Ría; - Rx... x Ra, RXR Xx... Xx R, 

Ed 

Demonstracáo, Sendo N == R- h +... +R- y, a aplicacio definida por 

(IFE p Ft y; € UM homomorfismo do R-médulo 

livre M=Rx...xR bi NG - 
Tvre so re ogo N € isomorío a M/M”, sen 

a"
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do M' o núcleo deste homomorfismo. De (5.2) resulta que N € isomorfo 
a R/(a, - Ryx ...x Rf(a,: Rx Rx... x R, e neste produto podem ser 

" . —— 

n- a 

suprimidos os fatores triviais, correspondentes áqueles elementos a; que 

sio invertíveis em R. [] 

Aplicado a 7-módulos, ou seja, a grupos abelianos, este corolário 
fornece uma demonstracio do teorema fundamental de grupos abelía- 

nos finitamente gerados (veja Exercicio 5.2). 

Finalmente, utilizaremos o teorema. (5.1) para mostrar que todo cor- 

po de números algébricos L possui uma base integral. Mais precisamente, 

trataremos da seguinte situacio mais geral: Em lugar da extensño L| Q 

consideramos uma extensio separável finita L| Q(R), onde KR € qualquer 

domínio principal e, além disto, consideraremos ndo somente o anel I ÉXR) 

mas também seus subanéis. - 

(5.4) TEOREMA. Sejam R um dominio integralmente fechado e L uma 

extensño separável de K=Q(R), de grau n, Entáo, 

a) o R-módulo T(R) tem posto n. 

b) Se R for um dominio, principal entño, para todo anel S entre R e L, 

as seguintes condigdes sño equivalentes: 

(1) $ < H(R); 

(1) S é um R-módulo livre de posto q <nh; 

(11) S é um R-módulo finitamente gerado. 

Neste caso, q= kh se E somente se L= QS). 

Demonstracúo. a) Por (4,7), TR) está entre dois R-módulos livres de posto 

n, portanto tem posto n. 

bd) (i)=>(ii): Por (4.7), $ é um submódulo de um R-módulo livre de 

posto »; portanto, a afirmacño resulta. de (5.1) (ii)= (ii) é trivial. 

(> (1) resulta de (1.3b). Quanto 4 equivaléncia das igualdades 7=n e 

L=0(5), veja o final do 80. [C] 

Restringindo-nos 40 Caso de um corpo de números algébricos Le 

R=Z, concluimos que os subaneis 5 de L que sáo 7-módulos finita- 
mente gerados, coincidem com os subanéis de 1, e sio mesmo Z-mó- 

dulos livres de posto <n Além disto, obtemos o seguinte
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(5.5) COROLÁRIO. Seja [L:O]=n. Paro qualquer subanel S de L, as 
seguintes condicóes sto equivalentes: 

(SEI, e L= (5). 

(ii) S é um Z-módulo livre de posto n. 

Em particular, 1, é um Z-módulo livre de posto ". 

Os subanéis s de L que satisfazem as condicóes equivalentes de 

(5.5) so chamados (numa terminología antiga) as “ordens” de L, e o anel' 

I,, sendo á maior destas “ordens”, é chamado a “ordem máxima” de L: 

A última afirmacño de (5.5) pode ser reformulada da seguinte maneira: 

(5.6) COROLÁRIO. Todo corpo de números algébricos possui uma base 
integral. 

Entre as “ordens” de L distinguem-se os anéis Zfa], onde ve, 
€ um elemento primitivo de L| Q (veja Exercicio 5.7). Por (49), temos 
que discra(l, 0, ...,"-')=k2 - d, para um certo número k,e N, o qual é 
chamado o índice de a. Este nome se justifica pela propriedade indicada 
ho seguinte teorema, 

(5.7) TEOREMA. Seja x El, um elemento primitivo de L] Q. Entño, k, é 

igual ao indice de ZÍa] em 1,, sendo ambos considera- 
dos como grupos. aditivos, 

Demonsiragúo. Como Z[a] é um submódulo do Z-módujlo livre 1, e am- 
- bos tém posto n, concluimos de (5.1) e (5.2) que existeín 

uma base ey, .. »E, de Ip e elementos e, ...,k, eZ tais que Ky 7 ej, ....Ky* 8, 
formam uma base de Z[a]. O grupo 1 zoe é isomorfo a Z/(k, - Z) x. 
x Zf(k, - Z) €, portanto, tem ordem | E, -...-k, |. Por'outro lado, conclui- 
mos de (4.1) e (4.11) que - 

disc, ¡af1, E, E a) — dise af: * Es Ey E = — 

= [pk disc. les, -... 6.) = [Xp A de. 

De (5.7) resulta em partieular que k,=1 se e somente se /, = Z[a], 
como já foi mostrado em (4,12). 

Apesar de Z[a] ser, em geral, um subanel próprio de 1,, mostrare- 
mos que os deis anéis “coinciden mod p”, para todo o ideal maximal p
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de 1, que nño contiver k,, no sentido que a restrigño a Z[x] do homo- 
morfismo canónico 1, > 1,/p é sobrejetiva. Em ontras palavras: 

(5.8) COROLÁRIO. Seja tE 1, um elemento primitivo de L| Q e seja p 
um ideal maximal de 1; tal que k dp. Entño, para 

todo y el, existe y eZla] tal que y — y ep. 

Demonstracáo. De p +K,- 1 =1y tesultá a existéncia de um Pel, tal 
que 1—%,- Pep; logo y —k, - P- yep para todo ye. 

De (5.7) concluimos que K,- 8- yeZfa]. 

Como já foi mencionado anteriormente, nem todo corpo de núme- 
ros algébricos L possui uma base integral da forma 1, 0, ..., 0", ou seja, 
nem sempre 17 é da forma Z[a]. De fato, o seguinte exemplo, devido a 
Dedekind, mostra que existe um corpo cúbico L tal que k, > 1 para 
todo elemento primitivo 2 €/,, e mesmo o máximo divisor comum 
E = MDCKk, | ael,) (chamado o divisor ndo essencial de discriminante) 
seja diferente de 1. 

EXEMPLO (veja Ribenboim [28], Chapter 13(2), 0u.Samuel [30], Exer- 
cise 98): Seja L= YB), onde Py g=X3+4+X?2-2- Y +8, 

Como 1, 8,4. 8-1 formam uma base integral de L, temos que 
di = discr ¡o(l, 8,4 « 67')= —503. Por outro lado, dise, ,al!, 8, 8?)=4 - dí 
€, para qualquer ye 17, discr (gl1, y, 7?) € um múltiplo de 4. a, portanto ==, 

EXERCÍCIOS 

5.1. Seja 4 um grupo abeliano (escrito aditivamente) e seja TA) = 
= [ae A| na =0 para algum n > 0) 0 seu grupo de torgño. Supon- 

“do que T(4) 7 (0) prove que: 

a) Considerado como Z-módulo, A náo € livre. 
b) Náo existe nenhum C-espago Y tal que A seja um submódulo 

de 7, considerado como Z-móédulo. 

5.2. Sejam A e T(A) como em 5.1. Supondo que A seja finitamente ge- 
rado, use o Corolário (5.3) para provar que: 

a) A é soma direta de T(A)e de um número finito de subgrupos cíclicos 
infinitos. . 

b) 7(4) € soma direta de subgrupos cíclicos finitos Z,..., Z, tais 
que a ordem de 2, divida a de Z;, ¡€j= 1...,5—



54 

5.3. 

54. 

Teoria dos Números Algébricos 

e) T(A) € soma direta de subgrupos cíclicos 71, ..., 7, cujas ordens 

sio poténcias de números primos, 
d) Existe ce T(A) ta! que o(0)= MMC(o()| 7 ETA). 

a) Conclua de 5.2a) que um grupo abeliano A finitamente gerado 

será livre se e somente se nño tiver torcáo (isto €, se T(4)= (0). 

b) Prove que o grupo aditivo Q* do corpo Q náo tem torcño mas 

náo E livre. Calcule o posto de q (considerado como Z-módulo). 

Seja R um dominio, Prove que: 

a) Todo ideal nño-nulo de R (considerado como submódulo do R-mó- 

dulo KR) tem posto 1. 
-— b) Se todo ideal de K.for um R- módulo livre entáo R será um do- 

55, 

minio principal. 

Seja L uma extensño do corpo a dos números de Gauss, de grau 

— [L: 0()] =m. Prove que existem P,,...,P.EL tais que Pi,.... Ba: 

5.6, 

57 

i- By...,:* DP. formem uma base integral deL. 

Sejam R um dominio, K=0(R) e M um R-módulo. Prove: - 

a) A relacño definida em Mx (RK0 por 

(x, 7,5) >t-(5-x—r.»X=0 para algum ¿e RVO) 

é uma relacio de equivaléncia. Denotamos por x/r a classe deter- 

minada por (x,r). 
b) A adicño e a operagío externa do R-módulo M estendem-se de 

manetra natural ao conjunto Y = Lafr |xeM, r ERVOL, tornan- 

do-o um K-espago. 

CA aplicacio f :M-- Y definida por x>-x/1(x€ M) 6 um homo. 

DL de M em y, considerado como R-módulo, com múclec 

T(M)= Ixe MI|t-x=0 para algum £ERVON. 
d) Se N for um R-módulo livre, entáo / será injetivo, e a imagerr 

sob f de qualquer base do R-módulo M será uma base do K-es 
paco TF. - 

Seja L um corpo de números algébricos. Prove: 

a) Um subanel $ de L será uma “ordem” de L se e somente se exis 

tir um sistema de geradores y,,...,7, do Crespago L tais que 

S=Z:+...+2Z- y, 
b) Toda “ordem” de L contém uma “ordem” do tipo Z[ú], onde 

«el, e A)=L.-



CAPÍTULO IE 

ANÉIS NOETHERIANOS E 
DOMÍNIOS DE DEDEKIND 

O exemplo do corpo quadrático M/—3) mostra que o anel dos 
inteiros algébricos I, de um corpo de números algébricos L nem sem- 
pre € fatorial (veja (24). Para consertar esta falha, foi introduzido .por 
Kummer a nogño de “número ideal”, que deu origem A nogáo de “ideal”, 
devida a Dedekind, Em lugar da fatoracio única em poténcias de ele- 
mentos irredutiveis, válida apenas no caso de domínios fatoriais, prova-se 
que, em qualquer 7, todo ideal nño-nulo possui uma fatoracño única 
em poténcias de ideais primos. Esta e outras propriedades de 1, gene- 
ralizam-se facilmente a uma classe de dominios chamados “dominios de 
Dedekind”, como foi demonstrado por E. Noether. 

O estudo de domínios de Dedekind, que será feito no 88, E o cbje- 
tivo principal deste capítulo. Para isto necessitaremos de alguns resul- 
tados relacionados com o “Teorema Chinés de Restos”, que serño apre- 
sentados no 86, e de alguns fatos básicos sobre anéis noetherianos, a se- 
rem provados no $7. 

80. O Teorema Chinés de Restos 

Seja R um anel. Para quaisquer ideais a, b de R, a intersecño and eo 
maior ideal de R que está contido em a e b, casomaa+b=(a+ blaca, 
beb| é 0 menor ideal de R que contém a e B. Estas hogóoes generalizam-se, 
de maneira óbvia, 4 intersecño e A soma de um conjunto qualquer de 
ideais de R,. 

O produto ab, definido como o conjunto das somas finitas 
ai bi +... +a,- b,, onde a;Ea, D;ab, L£j<reN, € um ideal de EZ 
contido em an hb. Mais geralmente, definem-se o produto Tfa; de um nú- 
mero finito de ideais a; €, em particular, as poténcias a” = R, al=a, 
CE =a-a,..,0 =a:...-a de um ideal a, 

mM
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É obvio que, para cada uma destas operacóes, valem as leis de as- 

sociatividade e comutatividade, e que vale a distributividade da multi- 

plicacio em relagáo 4 adicúo, isto €, - 

(a) a-(6+D)=a:B+a-b, 

da qual decorre imediatamente que 

(b) (an1b)- (a+) a-5. 

E óbvio também que valem as seguintes inclusdes 

(o) a- (bn BiSa-Brna-P, 

(d) an (Bb + B) 2 (an B) + (an Bb), 

(e). a + (bn b) S (a + Bb) (a+, 

mas nem sempre valem as iguáldades, isto €, a distributividade da mul- 

tiplicagio em relacio 4 intersegio e as distributividades mútuas entre 

intersegño e adicáo (veja Exercicios 6.1 e 6.2). 
Dado qualquer ideal a de R, o conjunto 

/a= freR| existe neN tal que Mea) 

é um ideal de R e é chamado o radical de a. É óbvio que 

Mas /a= //0, 
(9 acb=>,/a£ /6, 

(Ma=R=>./a=RK, 

o que significa que a aplicacio definida por a» ,/a € uma opcragño de 

fecho no conjunto dos ideais de R, bem como no conjunto dos ideais de R 

que sfio distintos de R. Mostremos ainda: 

(6.1) 6) /a-B=./0nB=,/an/. 

() /e" =./a para qualquer n > 1. 
(k) /P =p para qualquer ideal primo p de R. 

0 /a+B=//0+ 6. 

Demonstragño. 6 Seja r E /an /%, digamos ea, eb, onde n,meN; 
-entdo "'”"ca- b, logo eya - B. As inclusdes € sio 

óbvias. 
(j) resulta imediatamente de (i). - 

(kK) Se rep entáo "ep para algum n= l; logo rep. 

(1) Seja re. 1. +. /8;.entáo existem se./a, te 1d e n, k, £EN
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tais que "=s+1, s*ea.e Feb, Logo 64 (g4 491 — 
=s *U+f.vea+b, para certos 4, veR; portanto.re /a-+8. 0 

Diremos que os ideais a, B de R sáo comaximais se a+ b= R. Obvia- 
mente, isto ocorrerá quando a, b forem ideais maximais distintos ou, mais 
geralmente, quando a for maximal e b Ta a. De (b) e da inclusño a + BC antb 
resulta imediatamente: 

(6.2) Se a, b forem comaximais entño a-b=an 56. 

Além disto, de (h), (1) € () concluimos: 

(6.3) a, b serño comaximais se e somente se ./a, /B forem comaximais. 
Neste caso, 4", b" sño comaximais para quaisquer m, nENL 

Dado tim ideal a de R, diremos que elementos r, se R sño cóngruos 
módulo a, € escreveremos y =5 mod a, quando r — sea, Consideremos a 
seguinte questáo: Dados ideais a¡,...,a, e elementos rí,...,, de R, exis- 
ter ER tal que r=r;mod a; para j=1,..., 7? Ou seja, o “sistema de con- 
gruéncias” X =r, moda, (j=1,...,n) tem uma solugño? No caso n=2 
obtemos a seguinte resposta: 

(6. 4) Sejam a,, a; ideais de R e r,,r,EeR. Entáo, existirá re R tal que 
r=r¡ mod a;(j=1,2) se e somente se r(=r, moda, + ay. 

Demonstracño. Se r =r; mod a;(j= 1,2), entáo 

== (7 —7)- € — rea, + a. 

Por outro lado, se r, =r, mod a, + a;, entño existiráo a, Ej € a,Ea, 
tais que 7, — >= ay — ay; logo "y — A =P) 6, =r; Moda, (j=1,2). 0 

No caso especial em que a,, a; so comaximais, a condicño 
fi =r7 Moda, +a; é obviamente satisfeita por quaisquer 7,,7, ER. 
Mais geralmente, para n> 2, obtemos o seguinte 

(65) TEOREMA, Para qguaisquer ideais a,,..., 0, de R, com n>?, as 
seguintes condicóes sño equivalentes: 

(0) a,....A, sño comaximais dois a dois. 

(ii) Para quaisquer Payo. TR ER existe TER tal que r=r; moda; 
G=1,....A) 

Neste caso, ay +... A= 0 A... Ay.
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Demonstracño., (i) => (ii): Demonstraremos a última igualdade por inducño 

em n. Como ela é válida para n=2, devido a (6,2), supo- 

mos que ay +... * dy. =0; ...Ná,-1, Onde > 2. Áfirmamos que os 

dois ideais aj -...- Q,., € a; so comaximais, De fato, para cada j<n 

existem "¡EA eS; Ed, tais que ETS logo 

Pt Pai (1 — 8)... Al — sa J=1+s 

com sea,; portanto a; -...- 1 + 6,= K. De (6.2) resulta que 

(a, t.— i-1) a = (a; A ay-1) Ay 

Analogamente 4 construgáo do elemento £, =T¡ * ... 7 ?a-1 6811 ...7 Aya. 

satisfazendo L, — | e a,, construimos, para cada j= 1, ...,, um elemento 

EjE Gt... Ajoat Api t >. 7 0, COM t;-1 e a;. Para quaisquer r,..., 7, ER, 

o elemento r =r¡ £ +... +7 f, obviamente satisfaz a condigño (ii). 

(i)=> (1): Parar, = fer, =0, concluimos de (6.4) que 1 =0 mod a; +04; 
logo a;, a; sáo comaximais. Analogamente, a;, a; sio comaximais para 

qualquer par 1 5 ij. Cl 

De (6.5) e (6.3) segue imediatamente: 

(6.6) COROLÁRIO. Sejam 0;,..., 0, ideais comaximais dois 'a dois, onde 
n>2. Quaisquer que sejám Ek :,...,K,EÑer,,.... ER, 

existe reR tal que r =r; mod ab? (j=1,...,m). 

Este corolário afirma que quaisquer elementos 7(,...,7, € R podem 

ser “aproximados” simultaneamente por um elemento reR, em relacio 
as topologias ay-,..., ayádicas, respectivamente (veja Atiyah- -Macdonald 

[3], Chapter 10). Em outras palavras, a imagem de R pela “aplicagúo 
diagonal” RR x ... x R (definida por r:>(r,. 7 € densa no espago 

" o Y - 
Ho 

produto Rx...» R, no quil-o j-ésimo fator R. está munido. da topo- 
(A 1 

" 

logia arádica G=1,...,. 

O teorema (6.5) admite ainda uma outra reformulacño interessante, 

Dados quaisquer idesis a,,...,0, de KR, consideremos o produto carte- 

siano 9 = R/ay x... x R/a, (0 qual é um anel em relagdo as operagúes 

componente a componente) e o homomorfismo R—+ % definido por 

Fi (+ A, ..., 7 + 0,) (r e R). Este homomorlismo' tem obviamente 

dy A... NA, CoMo Núcleo e, portanto, induz um homomerfismo injetivo 

de R/(a, ...na)em KN -
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(6. 7 COROLÁRIO, Com as notacóes do teorema (6.5), as condicdes (1) € (11) 
40 também equivalentes d condicño 

(in) O homomorfismo R> Ría, x... x R/a, acima indicado é é sobrejetivo.. 

Neste caso, este homorfismo induz um isomorfismo de 

Ray n...na,)= Ra, -...- a.) sobre R/a; X ... x R/a,. 

Demonstracño. A equivalencia de (ii) e (iii) resulta do fato que ("y +4, ...,7.+ 
+1,)€ R será imagem, sob o homorfismo R- A, de um 

elemento r € R se e somente se rEr, mod a; para j=1,, a 

No caso particular em que R = 7, concluimos de (6.7) que, para 
quaisquer números mí, ..., mM, € N, primos dois a dois, o anel quociente 
Zim - ...-mMIZ € isomorfo a ZImZ Xx... x ZImZ. 

Até agora, o problema de resolver simultancamente um sistema de 
congruéncias módulo ideaís a,... > foi considerado apenas sob a hipó- 
tese-.de a,,...,a, serem comaximais dois a dois, Sem esta hipótese, a pe- 
neralizacio de (6,4) a um número finito 1 > 2 de ideais está estreitamente 
ligada á questáo da distributividade da adicáo dos ideais em relacio A 
intersegño, como será mostrado a seguir, ” 

(6.8) Sejam a, Ve. , E, ideais de KR, onde n > 2, e suponhamos que, para quais- 
quer Tya .í, 7, ER tais que . 

nr =7; moda; + ay (hj=1,... ni), 
exista um reR tal que 1 =r; moda, G=1. ...1). Entño vale 

(apra... A a-1) + a =(a+a)an...n(a, +a 1». 

Demonstracao.. ¡Devido. a (e), basta provar a incluszo - inversa 2. Seja 
“se(a, + a)... Ala 1+a,). Para M=..=f. 1558 € 

r,=0, temos que r, =r, moda, + A/A J=1,...n; iZ); logo, por 
hipótese, existe um re R tal que y — se 91M... Md, , E TEd,; portan- 
to 8=—("—5)+re(a, n...na,)+a,. O - 

Note-se' que, na afirmacio de (6.8), os, ideais ay,... y podem ser 
permufados, uma vez que a hipótese, feita em (6.8), é simétrica em 1.
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Mostremos agora -que, por. outro lado, a validade da igualdade in- 

dicada em (6.8) para todo k=?,..., € suficiente para a resolubilidade 

de sistemas de congruéncias do tipo considerado. Mais precisamente. - 

(69) Sejam a;,..., a, idenis de R, com 1n>?, tais que 

(ay... Na) + a= (a +... N(6-1 + ak =2,...,7). 

Entéúo, para quaisquer Fis .... a ER tais que 

r,=r¡moda, + a; J=1,...,mi Aj), 

existe um r E R tal que r =r moda; (i=1,..., A). 

Demonstracúo. Devido a (6,4) podemos supor, por indugáo, que a afirma- 

¿Ro seja válida para n— 1, onde n> 2. Dados r,...,r, ER 

tais que r;=r, mod a;+a, (j=1,..., 1: ij), existe um e R tal que '=r; 

mod ajgj=1, ...,7— 1); ógo r=r,=(7 —7)-+0;-rJea;+a, U=1,...,A—í) 

er—re(a; A... Ney-1)+ an, devido 4 hipótese. De (6.4) resulta a exis- 

téncia de um reR tal que rr moda, N...Na,_, e rEr, mod a,; 

portanto r= r; moda, (i=1,...,7).. 1 

Note-se que a igualdade indicada em (6.9) € trivial para K=2. 

Diremos que o anel R satisfaz o Teorema Chinés de Restos) para n 

ideais quaisquer, ou seja, “satisfaz CRT(n)”, se a afirmacño de (6.9) for 

válida para quaisquer ideais a,,...,4, de KR, Este nome explica-se pelo 

fato de matemáticos chineses, entre os séculos IV e VII, já terem conse- 

guido resolver sistemas de congruéncias deste tipo, para o anel R=Z. 

De (6:8) e (69) resulta imediatamente: 

(6.10) Para qualquer anel R, as seguintes condicúes sño equivalentes: 

(1) R- satigfaz CRT(n) para todo n>?. 

(iD R satisfaz CRT(). , 

- (il)- A adicto dos-ideais de Re distributiva em relacio a intersegño (isto 

é, vale sempre a igualdade em (€). - 

0) Alguns autores (por exemplo Lang [720], p. 63) entendem pelo “Teorema-Chinés de Res- 

tos” o teorema (6.5), que é mais fraco que a afirmagño de (6.9) mas, em compensaciño, valo 

sem snenhuma hipótesa de distributividade,
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Veremos no $8 que todo domínio de Dedekind satisfaz a condicgño 
de distributividade (6.10) (iii) e, portanto, o Teorema Chinés de Restos 
para qualquer n>2. Quanto 4 caracterizacio de domínios que satis- 
fazem a condicio (e) (respectivamente (d), (0),-(b)) com a igualdade em 
lugar da inclusño, veja Gilmer [9], 825,.e Larsen-MeCarthy 122; Chapter 
VI, Exercise 18). - - 

Terminaremos este parágrafo indicando um sto sobre produtos de 
ideais, que náo está ligado ao Teorema Chinés de Restos. 

(6.11) Sejama,,...,a,ideais e pumideal primo doanel R.Sea( +... 0,5 (res- 
pectivamente =) p entño a;= (respectivamente =) y para algum j e o... 

Demonstracúo, “Suponhamos que para todo j=1, ...,7 tenhamos que a;% 1 
digamos aj ap. Entio aj... a, E ay +... + GAP, logo 

0 :...*0.£p. A afirmacño com a igualdade resulta de (EC 
G=1,... C - 

EXERCÍCIOS 

6:1. Prove que, no caso de um dominio principal R, em (b), (c), (d) e (€) 
vale a igualdade, quaisquer que sejam os ideais - a, b, Y de R. 

6.2, Dé exemplo de um domínio R e de ideais A, 07, dy de R para os 
quais nño valha a igualdade em (b) (respectivamente (e), (d), (6). Além 
disto, indique elementos y, r,, "3 E R tais que ,= r mod a; + a,, para 
bi=1,2,3, 1, mas que náo exista nenhum re R com r=r, moda, 
G=1,2;3). - 

6.3. Seja R um anel e a um ideal de R. Prove: 

a) /aéigual a intersegño de todos os ideais primos de R que con- 
“tema E. - - - 

b) a == a se € somente se a for uma intersecio de ideais primos de R. 
6.4, Conclua da proposicáo (6.7) que, para quaisquer m, 7€ N tais que 

. MDC(m,)=1, o grupo V(Z/maZ) é isomorfo ao produto carte- 
siano U(Z/mZ)x U(ZIn7) Mostre, através de um contra-exemplo, 
que a hipótese MDC(m, n) = 1 é indispensável, 

6.5. Interprete o Teorema Chinés de Restos (6.9) em temos do homo- 
morfismos R-> R/a, x... x R/a,. - -
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6.6. Resolva 0 seguinte sistema de congruéncias 

: X =k mod k +1 (k=1,2,3,4). 

6.7, Seja % um conjunto de ideais do anel R. Indique, para os ideais em 

Y, condicúes de distributividade equivalentes A resolubilidade de todo 

sistema de congruéncias 

X =r, moda, ()=1,...,n) 

tal que r;=", mod a; + a,(i,j=1,....1; 153), sendo (a¡,...,a,) qual 
quer subconjunto finito de %. - 

6.8. Sejam m,...,M, números naturais, primos dois a dois. Prove que, 

para quaisquer r,, .... 7, €Z, o sistema de congruéncias X =r,modm; 
" 

. U=1,...,1) tem como solugío qualquer r e Z tal que r = Y rie kit ki 
. - t=1 

mod my +... + M,, onde Kk;= my - ... + M1 Mii... My E kr ki=1 

mod m; (i=1,...,n). - 

87. Anéis noetherianos e módulos noetherianos 

O objetivo principal deste parágrafo 6 mostrar que, para qualquer 

corpo de números algébricos L, o dominio /,, embora nem sempre prin- 

cipal, possui apenas ideais finitamente gerados, 

Um anel R tal que todos ós seus ideais sejam finitamente gerados 

é chamado noetheriano. Convém estender esta definigño a R-módulos, 

para qualquer anel R: Um 'R-módulo M será chamado noerheriano se 

todos os seus submódulos forem finitamente gerádos. Obviamente, un 

anel 'R será noetheriano se e somente se, considerado como R-módulo, 

for noetheriano. 

Para que um anel R (respectivamente um R-módulo M) seja noethe- 

riano, € necessário e suficiente que os seus ideais (respectivamente submó- 

duios) satisfacam uma das seguintes condigóes, as quais introduzimos num 

contexto mais abstrato. 

Seja € um conjunto munido de uma ordem (parcial) <. Diremos 

que € satisfaz a condicño maximal se todo subconjunto nño vázio % de € 

possuir (pelo menos) um elemento maximal, isto é, um b, € 9 tal que nño 

exista nenhum b € com by < b. Diremos que Y satisfaz a condicño 

de cadeia ascendente (C.C.A.) se; para toda segiiéncia (a;)¿n tal que 

ay <a Say <..., existir nEN tal que a,=Ay:1= 0y12=...; ON seja, 

se toda cadeía ascendente do <a; <a; <... for estacionária..



Anéis Noetherianos e Domínios de Dedokind 63 

(7.1) As seguintes condicóes sño eguivalentes: 

0) € satisfaz a condicño maximal, 
(i) € satisfaz a condicño de cadeia ascendente. 

Demonstracño. (1) > (ii): Seja do <a, <a, <... uma cadeia ascendente 
em %. Entáo (a;| je N) possui um elemento maximal, di- 

gamos a,; portanto, em d,<d.+1<,,7,<... valem as igualdades. 
(fi) => (1). Suponhamos que € possua um subconjunto náo-vazio 2 

sem elemento maximal; entáo 2, = (be B| a < b) nño € vazio, qualquer que 
seja e € B. Pelo axioma de escolha existe uma aplicacño x:(M,]a€eD-93 
tal que y(2)€e 2%; para todo ae. Partindo de algum a, € B, defini- 
mos por inducio a;= (2, _)(=1,2,3,..). Obviamente temos que 
Alo <A1,< a: <..., EM contradicio com a condicño (ii). 

Aplicaremos esta proposicáo ao conjunto dos submódulos de um 
R-módulo M e ao conjunto dos ideais de um anel R, sendo ambos os 
conjuntos (parcialmente) ordenados pela inclusio. 

(7.2) TEOREMA. Sejam M um R-módulo e A a conjunto dos submódu- 
los de M. As seguintes condigúes sio equivalentes: 

(1) M é um R-módulo noetheriano. 

(i) A satisfaz a condicño de cadeia ascendente, 
(iii) M satisfaz a condigño maximal, 

Demonstracío. (1) (ii): Seja My< M, = ME... uma cadeia ascenden- 
te em ÑM, € seja M'= [] M;. Entño M'e.4 e, por hipó- 

JEN - 
tese, € finitamente gerado; digamos M'=R-x +...+R> Xp. Existe 
KEN tal que x,,...,X,€M,; portanto MEM,S Mi:15...£M, e 
valem mesmo as igualdades, - 

(i) > (iii) resulta de (7.1). . E. 
(ii) > (i): Dado N ex, seja 7 o conjunto dos submódulos finita- 

mente gerados de M que esto contidos em N. Como F y Mo é vazio 
(pois (0)e 7,), ele possui um elemento maximal, N'. Afirmamos que 
NEN'. De fato, para' qualquer y e N temos que N SN'+R-yeF,í 
e vale a igualdade, pois N' 6 maximal em 7; portanto yeN'. Conclui- 
mos que N=N' é finitamente gerado. 1] 

No caso particular em que M=R obtemos o seguinte '
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(7. 3) COROLÁRIO. Sejam R um anel e .£ o conjunto dos ideais de R. 

As seguintes condigdes sño equivalentes: 

(i) R é um anel noetheriano. 

(ti) $ satisfaz a condicño de cadeia ascendente. 
(ii) F satisfaz a condicño maximal. 

Do teorema (7.2) obtemos ainda o seguinte resultado sobre a exis- 

téncia de submódulos maximais em qualquer módulo noetheriano: 

(7.4) COROLÁRIO, Sejani M e M como em (1.2). Se M for noétheriano; 

entáo todo N E.MÚM) estará contido em algum ele- 
mento maximal N' do conjunto AMY. 

Demonsiracúo. O conjunto (N“ e.A| N EN” EM) nío € vario e, por- 
tanto, possui am elemento maximal N'; este é também 

um elemento maximal de MUM). ] 

No caso em que M = R concluimos deste corolário que todo ideal a 

de R, distinto de K; está contido num ideal maximal de R. Observamos 

que este fato vale mesmo sem a hipótese de R ser noetheriano (veja 50). 

Utilizaremos a C.C.A, para demonstrar o seguinte: 

(7.5) TEOREMA, Sejam M un R-módulo e N um submódulo de M. As 

seguintes condicdes sño equivalentes: 

(1) Mé um R-módulo noetheriano. 

(iI) N e MIN sáo R-módilos noetherianos. 

Demonstrarñúo. Observemos primeiro -que o homomorfismo canónico x 

de M sobre M/N define uma correspondéncia biunivoca, 

que preserva a inclusáo, entre os submódulos de M que contém N e os 

submódulos de M/N. 

(i)=> (ii): Toda cadeia ascendente de submódulos de N (respectiva- 

mente de M/N) € igual (respectivamente corresponde, através da corres- 

pondéncia acima indicada) a una cadeia ascendente €, por hipótese, ES- 

tacionária de submódulos de M; portanto, é estacionaria, 

(il) (1): Seja My E M¡ <=... uma cadeia ascendente de submódulos 

de M. Entio MyAN EM; ANC... (respectivamente xMoS KM =...) 

é uma cadeia ascendente de submádulos de N (respectivamente M/N).
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Por hipótese existe n€ N tal'que M, AN = Mu, ¿NN e kMy=KkMy, 
para todo k>n. Afirmamos que My, , = Mi. De fato, para qualquer XeMp;1 
existe ye M, tal que x+ N= Y+N; logo x—yeMa NN = Mi NN, 
e assim xe M,. Concluimos que M, = My, 7 para todo kn, isto E, a 
cadeia My EM, <=... € estacionaria. [] 

Do teorema (7.5) obtemos dois importantes corolários. 

(7.6) COROLÁRIO. Sejam M;í,....M, R-módulos noetherianos. Entño 
Mi Xx... x M, é um R-módulo noetheriano. 

Demonstracúo. Sendo trivial para n= 1, podemos supor que a afirmacio 
. valha para n— 1, sendo n>2, O submódulo 

= (0) x ... x (0) x M, de Mix... x M, 
e o módulo quociente (M¡ x... x M,/N sño noetherianos, pois sio iso- 
moros a M, ea M, x...x M,. , respectivamente, De (7.5) concluimos 
que. My x...x M, € noetheriano. £J 

De (7.6) concluimos em particular que, para qualquer anel noethe- 
riano R, o R-módulo Rx... x R.é noetheriano. Mais geralmente pro- 

1 
vamos: n 

(7. Le COROLÁRIO. Seja R um anel noetheriano. Entño todo R-módulo 

finitamente gerado é noetheriano. 

Demonstracio, Se M= Rx, +...+ RX, seja N o núcleo do homo- 
morfismo de Rx... x R sobre M definido por 

(A . 
m 

(ayy... An) > A+ Xy +... + By * Xp (a1,.... Am ER); 

entáo Mé isomorfo a (Rx... x RN. Por (7.6) e (7,5), M € noetheriano. E] 

“Este corolário afirma que se KR for um anel noetheriano, entáo todo 
submódulo de qualquer R-módulo finitamente gerado será finitamente ge- 
rado. Deve-se observar que isto náo será verdade quando R nño for noe- 
theriano; de fato, neste caso o próprio R, considerado como R-módulo, 
possui submódulos (isto é, ideais) ndo finitamente gerados.
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A propriedade de um anel R ser noetheriano tem várias consegiién- 
cias importantes em relacio aos seus ideais, Demonstraremos aqui ape- 
nas um teorema que afirma que todo ideal a de K contém um produto 
fínito de ideais primos e está contido na intersecño deles. 

(7.8) TEOREMA, Seja R um anel noetheriano. Para. todo ideal a de R 

: existemneN e ideais primos y,,..., Pp, de R tais que 

Picos PaS|AEPP ON... NP 

Demonstracúo. Suponhamos que o conjunto % dos ideais a de R que 

náo tem a propriedade indicada, nño seja vazio; pela con- 

dicáo maximal, % possui um elemento maximai, b. Obviamente, b náo 

é um ideal primo e B5% R; portant existem x, y e RYD tais que x - y Eb. 

Como BCeb+R .xebcB+R- y, resulta da maximalidade de b em % 

que existem ideais primos p.,..., Pr, Q1,..., q, de RK tais que 

Pre... BP, EB+R-x£p, N...AND, € 

010... SP+R-ySa N...Nas 

Concluimos que 

Pico "Br dic o... q SP+R:X)-(6+R-Xsbs 

Ep OP NEO NG 

em contradicio com de % Portanto, % é vazio. Y] 

(7.9). COROLÁRIO. Seja KR um anel noetheriano. Entño todo ideal núo- 
. nulo a de R contém o produto de um número finito 

de ideaís primos núo-nulos.- 

Demonstragño, Seja Pi e] SacPa Pp, como em (7.8). De 

az (0) resulta que pí,...,P, sio náo-mulos. C] 

Outros fatos referentes aos ideais em anéis noetherianos encontram-se 

em alguns dos exercicios deste parágrafo, 

Num dominio noetheriano R, embora este núo sendo necessariamente 

fatorial, todo elemento nño-nulo possui. uma fatoragío em elementos 

irredutiveis; ou seja, a aplicacio f.:U(R) x N'91 + RYO) (definida em 49, 8) 
€ sobrejetiva. Isto será mostrado a seguir, de uma maneira semelhante 

a demonstracio do teorema (7.8).
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(7.10) TEOREMA, Seja R um domínio noctheriano e seja 7 um sistema 
de representantes dos elementos irredut veis de R. Entáo, 

para todo elemento núo-nulo r ER, existem ne N, Zi, ...,Z, EP e uEVIR) 

tais que Y =U- Zy- ...* Za. - —- 

Demonstracío. Suponhamos que exista em R um elemento náo-nulo, r, 

- que nño tenha a propriedade indicada. Entño, o conjun- 
to Y dos ideais principais r » R, gerados por tais elementos, náo é vazio 

€, pela condigdo maximal, possui um Elemento maximal, s- R. Obvia- 
mente, s náo é irredutivel e sé U(R); portanto, existem.x, y € RIU(R) tais 

que s=x- y. Como. s- Rex. Res Rey: R, resulta da maximalida- 

de de s- R que x ey tém a propriedade indicada; portanto s=x - y tam- 

bém a tem, em contradigio com s- ReY% [1 

Finalmente, utilizaremos os resultados acima para mostrar que, para 

todo corpo de números algébricos L, o anel 1, é noetheriano. Mais pre- 

cisamente, trataremos da seguinte situacdo mais geral: Em lugar da ex- 

tensio L| €) consideramos uma extensdo separável finita L| O(R), onde R 
€ qualquer dominio noetheriano e integralmente fechado; além disto, con- 
sideraremos náo somente o anel /.(R), mas também seus subanéis. O se- 

guinte teorema pode ser considerado uma generalizacño parcial de (5.4), 

(711) TEOREMA, Sejam R um, dominio noetheriano e integralmente fe- 
chado e L uma extensto separável de K =Q(R), de 

grau n..Para qualquer subanel S de L que contém R, as seguintes condi- 
cúes sño equivalentes: 

(1) S é um R-módulo finitamente gerado. 
() SS 708). 

Neste caso, 8 é noetheriano como anel e como R-módulo. 

Demonstracúo, (i)= (ii) resulta de (1.3) (ii) (1): Por (4.7), $ € submódu- 
lo de um R-módulo livre, M, de posto n. Como R é noe- 

theriano e o R-módulo M é finitamente gerado, resulta de (7.7) que $ 
é um R-máduio finitamente gerado e mesmo noetheriano. Todo ideal de S 
é um submódulo do R-módulo $; logo toda cadeía ascendente de ideais 

de $ 6 estacionaria, portanto, S é um anel noetheriano. a 

Restringincio- -Nos a0 caso de um corpo de números algébricos Le 
R=7, obtemos novamente o resultado (já provado no 85) que os subanéis 
S de L que sio Z-módulos finitamente gerados coincidem com os subanéís 
de 1;. Da última afirmado de (7.11) -obtemos o seguinte
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(7.12) COROLARIO. Seja L um corpo de números algébricos. Todo subanel 

de 1, é noetheriano como anel e como 7-módulo. 

Note-se que do teorema (7.11) resulta, em particular, que a propriedade 

de um dominio integralmente fechado ser noetheríano é preservada na 
passagem de K=0(R) a qualquer extensáo separável finita L; isto 6, 
T(R) também é noetheriano. Lembramos que o mesmo nño vale para a 
propriedade de ser-um dominio principal (veja (2.4). 

EXERCÍCIOS 

71. Seja R um anel noetheriano, Prove que, para todo ideal a de R, 

72. 

73. 

existe > 1 tal que (/q'<a. 

Seja M um R-módulo noetheriano. Prove que todo homomorfismo 

4:M—M sobrejetivo é um automorfismo de M. (Sugestáo: Con- 
:sidere o núcleo dos homomorfismos A, 204, 2edod,..), 

7.5. 

T6 

Um anel R será chamado artiniano se o conjunto $ dos seus ideais 
satisfizer a condigño de cadeia descendente (C.C.D)) ou, equivalente- 

mente, a condicño minimal. (Estas condicóes obtém-se da C.C.A, e da 
condigño maximal, respectivamente, invertendo a ordem). Prove: 

a). Todo corpo K, bem como o anel ZinZ para qualquer n>1, 

é um anel noetheriano e artiniano. 
b) Z nño é artiniano. 

Observacio: Mostra-se que um anel R será artiniano se e somente 

se for noetheriano e todo ideal primo de R for um ideal maximal 

(veja Atiyah-Macdonald [3], Chapter 8). 

Prove que toda imagem- homomerfa de- um-anel noetheriano (res- 

pectivamente artiniano) é noetheriano (respectivamente artiniano). 

Seja R um anel nño-noetheriano e seja % o conjunto dos ideais náo 

finitamente gerados de RK, - 

a) Prove que % possui elementos maximais. 
- b) Prove que todo elemento maximal de % 6 um ideal primo dé R. 

e) Conclua que todo anel cujos ideais primos forem finitamente 

gerados será um anel noetheriano, 

Indigue um domínio R tal que nem todo elemento náo-nulo r e NU(R) 

seja um produto de elementos irredutiveis de R.
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1.7. Seja R umanel, Um ideal ¡ de R será chamado irredutível se, para 
quaisquer ideais a, b de R, a igualdade i= an b implicar i=a 01 
i=B, . 

, a) Prove que todo ideal primo é irredutível. 
b) Prove que se R for noetheriano entáo todo ideal! de R será igual 

4 intersegño de um número finito de ideais irredutiveis. 
e) Determine todos os ideais irredutiveis de ra 

Os seguintes excrcicios podem ser considerados como sugestdes para 
aprofundar os conhecimentos sobre anéis noetherianos. 

7,8. (Teorema de. base de Hilbert), Se R for anel noethe ¡ano entño o 
anel de polinómios R[X] será noetheriano. (Veja Atiyah- Macdonald 
[3], Theorem 7.5). 

79. (Teorema de intersegño de Kruil). Sejam R um anel noetheriano e a 
um ideal de KR, Teremos que () a"==(0) se e somente se, para todo 

aeN 

a € a, o elemento 1 — anio for divisor de zero em KR. Isto ocorrerá, em 
particular, quando R for um domínio e a £ R. (Veja Zariski- Samuel 
1381, Chapter IV, $7, Theorem 12), 

7.10. (Decomposicdo primaria) Um ideal q de R será chamado primário 
se q KR €, para quaisquer 7, seK, de r seg decorrer que rea 
ou sea. Prove: 

a) NZ é o menor ideal primo que contém q. | 
b) Todo ideal a tal que a seja um idea! maximal é primário. 
e) Se a=g, n...Na, for uma decomposigdo primária minimal 

do ideal a (isto é, se qí,...,q, forem ideais primários tais que 
9d O A 1 0 aj O... NA É q, para todo j=1,...ne 
71... /Qn forem distintos), entño ne (a a inde- 
pendem da decomposicao escolhida, _ 

ú) Se R for noetheriano entáo todo ideal irredutivel de R será pri 
mário e todo ideal de R possuirá uma decomposicño primária 
minimal. (Veja Atiyah-Macdonald [3], 84 e $7). 

38. Domínios de Dedekind 

Um dominio A será chamado dominio de Dedekind se for integral- 
mente fechado e nostheriano, e todo ideal primo náo-nulo for maximal, 

Obviamente todo corpo e todo dominio principal é de Dedekind. 
O anel de polinómios OLX, Y] é um exemplo de um domínio fatorial
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que náo é de Dedekind; de.fato, o ideal gerado: por X é primo mas nño 

é maximal. 
Demonstraremos primeiro que a propriedade de um domínio R ser 

de Dedekind é presetvada na passagem de K = O(R) a qualquer extenso , 

separável finita L; mais precisamente: 

(8.1) TEOREMA. Sejam R um dominio de Dedekind e L uma extensilo 
, “finita e separável de K = O(R). Entáo I(R) é um domínio 

de Dedekind. 

“Demonstragño. De (1.7) e (1.5) concluimos que Q(I, (R)= Le que I(R) 

* é integralmente fechado. De (7.11) resulta ¡ue 7,(R) € 

noetheriano, e de (1.13) resulta que todo ideal primo náo-n lo de I,(K) 

é um ideal maximal, [] , 

No caso em que R=Z resulta imediatamente: 

(82) COROLARIO. Seja L um corpo de números algébricos. Entño 1, é 

um domínio de Dedekind, 

O nosso objetivo é provar, em domínios de Dedekind R, a existéncia 

e a unicidade da fatoragño de ideaís náo-nulos em ideais primos, já que a 

fatoragdo de elementos de RVo) em'clementos irredutiveis, embora sempre 

exista (veja (7.10)), nem sempre é única. Da mesma maneira que a fatoracño 

em elementos irredutiveis é estendida aos elementos náo-nulos do corpo 
Q(R), admitindo-se poténcias negativas dos elementos irredutíveis, convém 

estender a fatoragño em ideais primos aos ideais fracionários de R, que 

serño introduzidos a seguir. 

Sejam R um dominio e XK = Q(R) o seu corpo de fracóes, e consideremos 

os submódulos do R-módulo K. É óbvio que as operagóes “intersecño”, 

“soma” e “produto”, definidas no $6 para os ideais de R, estendem-se a0s 

submódulos de K, continuando válidas as leis da associatividade e comuta- 

tividade bem como as propriedades (a>-(e). Alem disto, definimos para qual 

quer submádulo M de K, o quociente (R : M)= [xe K|x- MER); ele 6 

obviamente um submódulo de K e satisfaz: 

(S. 3) a) (R :M)- M E R para qualquer submódulo M de E. 

—» RS(R:a) para qualquer ideal a de R. 

Um submódulo M de K será chamado um ¡deal fracionário de R se 

existir de RO) tal que d - MER; neste caso, d- M é um ideal a de R



Anéis Noetherignos e Dominios de Dedetkind 71 

eM=d""- a, Os ideais de R sáo cxalamente os ideais fracionários que 
estáo contidos em R. É óbvio que todo submódulo finitamente gerado 
de K é um ideal fracionário e que, por outro lado, num dominio noetheriano 

todo. ideal fracionário é finitamente gerado. Verifica-se facilmente que a in- 

tersecño, a soma e o produto de dois. ideais fracionários é um ideal fracioná- 

rio, Quanto ao quociente, é óbvio que (R : (0)= K, e mostramos o seguinte: 

(8.4) Seja M um submódulo de K. Entño: 

a) Se M for náo-nulo entúo (R:M) será um ideal fracionário de R. 

b) Se M for um “ideal fracionário de R entúo (KR :M) (0). 

a Se RE K eniño (R : K)=(0), e K náño é um ideal fracionário de R. 

Demonstracúo. a) Existem e, de RMO) tais que c!-deM, logo 

0OxdeMnR. Por (8.34), temos que d. (R:M)ER; 
portanto, (R:M) é um ideal fracionário de R. 

b) Existe de RO) tal que d- MER; portanto de(R: M). 

c) Suponhamos que (K: K) (0), digamos c”!.de(R:K), onde 

c, de RU0). Temos que de (R:K), logo d! =d-d ?ed-K<R, eas- 

sim !=d"1-de(R:K); portanto K SR, o que prova a primeira afir- 
macío, Desta € de b) resulta a segunda afirmagáo. [1] 

Denotamos por M (respectivamente 7) o conjunto dos sibmódulos 

de K (respectivamente o conjunto dos ideais fracionários de K) náo-nulos, 

munido da multiplicagño. Obviamente .4 é um monóide (isto €, um semi- 

grupo com unidade) comutativo, e 7 € um submonódide de .41; ambos 

tém R como única unidade. - 

Diremos que Me .M € invertível se existir N € M tal que N - M=R. 

Neste caso, o inverso N de M é univocamente determinado, como mos- 

traremos a seguir, e será denotado por M*. - 

(8.5) Seja Me M invertivel. Entúo Mé um R-módulo finitamente gerado, 

(R:M) é o único inverso M-* de M, e M, M—! sáo ideais fracionários. 

Além disto, x- M-! é um ideal de R para qualquer xeM. 

Demonstragño. De N- M=R decorre que N E (R: M). Por vutro lado, de 
. (83a) resulta que (R:M)=(R:M)- M-NER-NEN; 

portanto N=(R: M). Existem y, ,.... Jm ElR:M) e z1,..., Zn € M tais que 

l=y "zi +... + Ya? Zm. Multiplicando esta igualdade por qualquer x e M, 

obtemos que xeR +7, +...+R:z,,; logo M € finitamente gerado €, por-
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tanto, é un ideal. fracionário. Por (8.4), M-'=(R: M) também o €. De 
xeM decorre que x- MT EM-M=R; logo x- M-! € um ideal 
de R. 7 

A proposicáo (8.5) mostra que submódulos invertiveis de K sño 

necessariamente ideais fracionarios. Observemos ainda que se um ideal nño- 

nulo a for invertivel, entáo o inverso a”! =(R :a) náo será em geral um 

ideal, mas apenas um ideal fracionario (veja (8.3b), (8.6) e Exercicio 8,9), 

Denotamos por % o conjunto dos ideais fracionários invertíveis. Obvia- 

mente, 7, munido da multiplicagdo, é o maior grupo contido no monóide 

F (e também no monóide ,4). Em particular, para todo elemento náo-nulo 

x e K, temos que R - xe % e (R-x)!'=R« x!; estes idedis fracionários 
principais náo-nulos formam um subgrupo x7 de 7. 

É ciaro que 7 será um grupo se € somente se 7 = 7, se € somente 
se todo M e 7 for invertível. Veremos em (8.9) que isto ocorrerá se e somente 

se R for um dominio de Dedekind. 

Denotamos por 7 o conjunto dos ¡deais primos náo-nulos de R. Recor- 
demos que % contém, e no caso de um dominio de Dedekind coincide com, 
e conjunto dos ideais maximáis de R (exceto no caso trivial R=K, no 
qual: 9 € vario € (0) é o único ideal maximal de R). 

Sob certas hipóteses, a incluszo indicada em (8.3b) pode ser reforcada 

para ideais primos: 

(8.6) Seja R um dominio noetheriano tal que todo y € ? seja um ideal maximal. 
Entáo R<(R:p) para qualquer p ED. 

Demonstragúo. Escolhamos de pY(0). Por (79) existem pí,,...,P, EZ tais 
que p¡ +...” P,SR- AE, e podemos supor que o nú- 

mero de fatores neste produto seja minimal. Por (6,11), p contém um dos 
ideais p:,...,P,, digamos p,, e como p; é um ideal maximal, temos que 
p=p,. Como p; :.... p, ER. nea . - Pr tal que c- AER 

- Poroutro lado,temos que c - PSPio...-D,SR- d logac-«d”* er: bp). A 

Denotando por £ o conjunto de todos os ideais náo-nulos de KR, pro- 
varemos:
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(6.7) Seja KR um dominio de Dedekind. Entáo: 

a) Todo pe? € invertível. 
b) Para todo ae J existem nEeN e Pireo PP EZ tais que A=P:-...- Pu 
e) Todo aep é invertível. 

E) Todo Me 7 € invertível. 

Demonstracño. a) Como p e 7 énm ideal maximal de Rep = (R :p) -pESR 
por(8. 3a), basta provar que p=(R: p) - y. Suponhamos que 

=(R :p): p e escolhamos depYo). Seja xe(R:p); ento x- pp; 
logo xXx". pS S..EXx-PEpEA para todo meN; portanto 
Rx] - AER; isto €, R[x] € um ideal fracionário de R, Como R é noc- 
theriano, R[x] é um R-mádulo finitamente gerado, e de (1.1) concluimos 
que X€1x(R)=R. Resulta que (R : Ds SR, 0 que é uma contradicño com 

(8.6). 
b) Para todo m eN, seja F,, o conjunto dos ideais náo-nulos de R que 

contém um produto de m elementos de 2; entáo F,=(R) £ IS HE 
e U n= RL, devido a (7.9). Sendo a alirmagño b) trivial para R, supomo- 

la Válida para todo ideal náo-nulo em £,_¡,. onde r>1. Seja ae F UR); 
digamos p¡ - ... - p. <a, onde p,,..., Pp, EF. Por (7.4), a está contido em 
algum mE, e de (6.11).resulta que.m contém um dos p,,..., P,, digamos 
Mm 21; temos até m=p,, pois p¡ € um ideal maximal. Como m é in- 
vertivel por a), temos que p;'...-p,Em !-asm”!.mER, logo 
maes, Por hipótese existem pí,..., p, € P tais que m*-a= 
=P"... Py; logo ame pe... e ph. 

e) resulta imediatamente de a) e b). 
d) Seja M eF, digamos M=d"1 - a, onde de RV0) e ae £.Como-a 

e Rd sño invertíveis, por c), M também o €. O 

Note-se que os pí...., p,€ 2 indicados em (8.7b) núo sio necessariamen- 
te distintos. Juntando os iguais, obtemos uma fatoracño a= pre... ph 
com Ki, ...,k,eENVO), onde p,,..., y, sio distintos dois a dois. As vezes 
convém escrever esta fatoragño como produto formalmente infinito. Para 
isto, seja 7— (p,| EN), com os p; distintos dois a dois, e denotamos por 
NO (respectivamente 75) o conjunto das familias (k));.,, com k; € N (res- 
pectivamente € 7) tais que k; =0 para quase todos os ¡EL A propriedade 
(8.7b)isignifica entño que a aplicagño NO. gy, -definida por CKer+ [Trf, 

¡el 
é sobrejetiva. Mostraremos a seguir que ela € mesmo bijetiva, ou seja, 
que a fatoracño dos ideais a€ $ € a Única, e que esta fatoracio única se 
estende aos ideais fracionários de R. -



74 Teoria-dos Números Algébricos 

(8.8) TEOREMA, Seja R um dominio de Dedekind. Entáo: 

a) Para todo ae $ existe (%):-, END, univocamente determinada, tal que 

b) Para todo Me 7 existe (my); E 79, univocamente determinada, tal que 

M= Tp?" 
tel 

Demonstracño. a) A existéncia resulta de (8.7b). A unitidade será uma con- 

segiiéncia da unicidade afirmada em -b). 

b) Seja Me F, digamos M=d!- 0, onde ae Fe de RYO). Por a), 
temos que efe e R-.d= TI com (per Adier E NO; portanto, 

M=|]|pF"":, Para mostrar a unicidade da fatoragño de M, supomos 
¡el 

que M= Tl pr = H pr; portanto R= MM! = FT p?'"i, logo 
¡el " ¡el 

Mpri"= T pr mi onde 7 (respectivamente Tyco conjunto dos jes 
ter 

tais que m; > (respectivamente <)n;, Ser $, entáo este produto estará 

contido em p; para algum !' e ; portanto 1” £ 4 € p; 2 p;- para algum 
E 1”, por (6.11), e que é absurdo, Se 1 7 $, obteremos uma contradicio 

de maneira análoga. Resulta que F == 6, o que prova a Uunicidade 

_afirmada, [] 

Mencionamos sem demonstracio que cada uma das condigúes a) e 

b)do teorema (8.8) é nño apenas necessária mas também suficiente para 

o domínio R ser de Dedekind. Na verdade, para isto basta mesmo a 

existéncia da fatoragio, podendo a unicidade ser'obtida como consegiién- 

cia (veja Ribenboim [28:], Chapter 7), 

Mostraremos a seguir que os dominios de Dedekind podem. ser ca- 

racterizados pela propriedade de todo ideal fracionário náo-nulo ser in- 

vertivel,; ou seja, pela igualdade F = %. Mostraremos também que % é 

um grupo abeliano livre, com base (náo necessariamente finita) 7. Para 
isto, observamos que 7, munido da adigño componente a componente, 

é um Z-módulo (0u; seja, um grupo abeliano) livre, tendo como base ca- 

nónica o conjunto :8 =lfe;| ¡ehh onde e;= (6) per. 

(8.9) TEOREMA. Para qualquer domínio R as seguintes 5 condigóes sáo 

equivalentes: 

() R é um domínio de Dedekind. 

(ii) Todo. Me 7 é invertível.
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ra 
Neste caso, 7 =% é um grupo abeliano, e a aplicacño 7 —+ F, definida 
por (mier > rr é um isomorfismo do grupo ZP sobre o grupo F, que 

aplica Ó sobre r 

Demonsiragóo. (1) = (ii) já foi demonstrado em (8.70). 

()>(): Todo ideal nio-nulo de R é finitamente gerado, por (8.5); 
portanto R é noetheriano. 

Seja xe lu(R); entño R[x] € fmitamente geradó por (1.1), logo é um 
ideal fracionário M de R. Obviamente M - M=M, e como M é invertivel, 

temos que xeM=R. Portanto, R é integralmente fechado. 
Dado p €, seja a um idea! de R tal que p < a; digamos que ae ap. 

e (8,3b) resulta p=R-pSa"!:pSa!-a=R, Por outro lado,. se 

rea! p entáo a-rea-a-!-p =p, logo rep; portanto p=a"-p, 

logo a=R. Resulta que p 6 um ideal maximal de R. Concluimos que R 

é um dominio de Dedekind. 

Á igualdade 7 — % resulta da definicño de 7%. De (8.8b) conclui- 

mos que a aplicacio 70 - 7 € bijetiva; cla € obviamente um isomor- 
fismo que aplica £ sobre 2. [] 

Recordemos que, no conjunto 7 dos ideais fracionários nño-nulos 
de um dominio R, a inclusáo € uma ordem parcial e a soma (respectiva- 
mente a intersegño) é o supremo (respectivamente ínfimo) em relacio 4 

inclusño. O fato de 7 possuir um submondide distinguido, a saber o 

monóide 7 de todos os ideais náo-nulos, sugere a introdugáo em F de 

uma divisibilidade, a ser definida da seguinte maneira: Sejam M, Ne. 

Diremos que M divide N (em simbolos: M| N) ou que N € um múltiplo 

de M, se N=a- M para algum a € £, Obviamente, M| N implica MN; 

portanto a divisibilidade em % é uma ordem parcial, A implicacño in- 
versa será válida quando M for invertível, como se vé na demonstracño 

do seguinte 

(8.10) COROLARIO. Seja R um dominio de Dedekind, e 'sejam 

M=pt:.... 9", N=pf.... pes 

(onde gi, .... Ie Ai, ..., h. EZ), Entúo 

a) MIN MIN= 91 <h....9,<h]. 

“Note que a divisibilidade num corpo K, definida através de um subenel R, £ apenas uma 

“ quase-ordem parcial pois x| y e y| x implica apenas x-— y, ou seja x- y TeUR)
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b) M + N=MDCI(M, N)= pa *...* PP, sendo m;= min igp hy; 

G=L...,7h 

E) MAN = MMCIM, N) = pi! -...- pi, sendo 1;= max 197, hy 

G= kh... 

d) M-N =p e... prrti, 

Demonstracio. a) De M > N decorre R=M- MT! 2N- M1, uma vez 

que M € invertível. Portanto N»M-* é um ideal ae £, 
logo N=a- M, c assim M| N. O resto resulta da unicidade da fatoragño . 

(8.8b). 
db) e e) sio consegiiéncias imediatas de a). —d) € óbvio. O 

Este corolário mostra que é igual trabalhar com a inclusio ou coma 

divisibilidade no grupo 7 = % dos ideais fracionários de um dominio de 

Dedekind. Historicamente, como a teoria dos ideais se desenvolveu a 

partir da fatoracño, o aspecto da divisibilidade esteve em primeiro plano 

e realmente prevaleceu por muito tempo, dando origem a denominacóes 

como “ideal primo”, “ideal sem divisor (= teilerlos)”, “ideais sem divisor 

comum (= teilerfremd)”, sendo as Últimas duas, hoje em dia, geralmente 

substituidos por “ideais maximais” e “ideais comaximais”, respectivamente. 

A parte da teoria dos ideais na qual predominam a divisibilidade c a mul- 

tiplicacáo, a saber, a que trata de domínios de Dedekind e de várias gene- 

ralizacdes deles, é conhecida como a “Teoria Multiplicativa dos Ideais” 

(veja Gilmer [9] e Larsen-McCarthy [22]), 

Concluimos do corolario (8.10): 

(8.11) COROLÁRIO. Seja R un dominio de Dedekind. Entdo 

a) Para todo «EF, o conjunto dos ideais de R que contém a é finito. 

—b) Para todo.0.€ £, os ideais a «.p, onde y percorre P, sie os elementos - 

maximais do conjunto dos ideais de R que estño estritamente con- 

tidos em a, - 
c) En 7, a intersegño e a adicño sño mutuamente distributivas, e a 

multiplicacio é distributiva em relacdúo d intersecño. Além disto, 

temos que -(M AN): (M+ N)=M- N para quaisquer M,N EF. 

Demonstracúo. a) e b) resultam imediatamente de (8.10a). c) resulta de 
(8.10) e de relacóes conhecidas entre min (,), maxi, ca 

soma em Z. 1” -
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A propriedade (8.1 1c) significa que nas condicóes (b), (c), (4) e (e) de 86, 

estendidas aos ideais fracionários de R, vale sempre a igualdade. De (8.110) 

e (6.10) resulta imediatamente: 

(8.12) COROLÁRIO. Todo dominio de Di tekind satisfaz o Teorema Chinés 
de Restos (isto é, CRT(n para qualquer n= 2). 

Uma propriedade importante de dominios de Dedekind R é a de 
que todo ideal (e todo ideal fracionário) é gerado por dois elementos, po- 
dendo um deles ser arbitrariamente prescrito, Ela será obtida como con- 
quiéncia do seguinte 

(8.13) TEOREMA. Seja R um dominio de Dedekind. Para quaisquer M EF 

ebe £ existe x€ M tal que os ideais x - M7, 6 sejam 
comaximais. 

Demonstraciño. Para qualquer x e M, x- M-' é um ideal de R, por (8.5). 

Seja b=p[" «...- pf”, onde £, > 1,..., K, > 1, r > 0. Sendo 
a afirmacño trivial no caso em que b = KR, podemos supor que r > 1. Para 
cada j=1,....r, seja M;=p, + ...* Py. 1? Prat... * P,* M. De (8.104) resul- 
ta que p;: M;C M;; digamos que x,e Map; M;. Obviamente x,Ep;- M 
para ij; por outro lado x;£p;: M, pois, caso contrário, teriamos que 
Xx; MI Epa...np, =P: ...- p, (Veja (6.5), logo X;EP:.... 9, M= 
=p; Mo que Cabsurdo. Seja x=X( +... +1; entio xeM +... +M,S M, 
logo x Me £; digamos x- M!=pf..... pí*, onde £,,...,£,EN 
e s>r. Para todo j=|1,...,r temos que x € p;: M, pois, caso contrario, 
teríamos que x; == X— (Xi + + Xj-1 +HXja ap E. . EX)Ep; M, o que é 
absurdo, Concluimos que x- M- !£ p, ou seja, x- M7! nño é um múl- 
tiplo de p;; logo, £,=0, por (8.10a). Resulta que MDC(x + M1 D=R 
ou seja, x- MT! +Bb=R, por (8.10b). Cj 

(8.14) COROLÁRIO. Sejam R un dominio de Dedekind, M um ideal fra- 
cionário de R e yeM, y +0. Entño existe xeM 

tal que M=R +: x+R-. 

Demonstracúo. Temos que y . M-' e 7 por (8.5), Por (8.13) existe xa M 
tal que x . M-! + y » M* =Rilogo R -x+R: 7=M. (a 

O seguínte teorema esclarece a relacio entre dominios principais, 
futoriais e de Dedelind.
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(8.15) TEOREMA, Para qualquer domínio R, as seguintes condicdes sdo 
equivalentes: 

() R é um domínio principal. 

(ii) R é um domínio fatorial e de Dedekind. 

Demonstragúo. (1) => (ii) já foi demonstrado. 

UD (1): Devido a (8,76), basta provar que todo peZé 
um ideai principal. Seja a= 247 0. + 2, UMA fatoracdo em elementos irredu- 
tíveis de algum a e pY(0); entio » r=1 e existe je f1,...,r) tal que EP, 
ou seja, R - z;= p. Como R € fatorial, R- z; é um ideal primo nño-nulo, 
e como Ré de 'Dedekind, R-z;E um ideal maximal; portanto R- z;é igual 
ap 

De (8.15) e (8.2) concluimos: 

(8.16) COROLÁRIO. Seja L um corpo de húmeros algébricos. Entño I, 

será um dominio principal se e somente se for fatorial, 

Um caso importante em que as'condicúes equivalentes de (8.15) sño 
satisfeitas é indicado no seguinte teorema, cuja demonstracio é feita por 
meio da versio fraca (6.5) do Teorema Chinés de Restos. 

(8. 6171 TEOREMA. Todo dominio de Dedekind R que possuí apenas un 
número Jinito de ideais primos é um dominio principal. 

Demonstragño. Devido a (8.7b) basta provar que todo pe? =fp,,..., 1) 
€ principal. Por (8. 102) temos que pi € pi; digamos que 

-epANpÍ. Devido a (6.3), os ideais Ph Pare. ¿Pa sio.comaximais dois a 
dois. Por (6.5) existe  eR ta! que rr, mod p? e r=1 mod Pp (i= 2, 0: 
logo rep, Wi, ré pa, ....TÉP,; ou seja, R -r é um múltiplo de " mas 
de nenhum dos ideais y? p, ..., p,. Portanto, na fatoratáo R- r=ph"..... po 
temos que Ky =1, k)=...=k,=0, isto 6, R-r =p,. Analogamente pro- 
va-se que pz, ..., P, sio ideais principais de R, 

- Como já foi mencionado anteriormente, em qualquer dominio de 
Pedekind R os ideais fracionários principais formam um subgrupo € 

“do grupo 7 =9..0 grupo quociente 6? = 2/4 € chamado o grupo de 
classes de ideais de R. A denominacio “classe de idéais” em lugar de “classe 
de ideais fracionários” é justificada 'pela seguinte razño: A aplicagño de- 
linida por a+ a- 34. (ae 7) € um homomorfismo de 7 sobre CC, e te-
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remos que a - X =D - 3 se e somente se os ideais a, be f forem equiva- 
lentes no sentido de existirem c, de RO) tais que a - e=b- d; portanto, 
os elementos de 7? podem ser identificados com as classes de equivaléncia 
de idenis ae 7. A ordem (nño necessariamente finita) de %£ é chamada 
o húmero de classes de R e usualmente denotada por hy. Obviamente: 

6. 18) Um dominio de Dedekind R será um dominio principal se e somente 
sea grupo ÍA for trivial, ou seja, se hy =1. 

No caso geral, o número hz, indicando o número (cardinal) de classes 
de ideais distintas, pode ser considerado como uma “medida” que indica 
o quanto o dominio de Dedekind difere de um dominio principal, Veremos 
em $10 que, no cáso em que R = 17, onde L é um corpo de números .algé- 
bricos, o número h, é sempre fínito. | 

Notemos ainda que, para qualquer dominio de Dedekind R, os homo- 
morfismos canónicos de U(R) em K", de K* em % e de % em €l (junta- 
mente com dois homomorfismos triviais) formam uma segiéncia exata 

(1) > UR)>EK"- 9 €f (1), 
o que significa que a imagem de cada homomorfismo coincide com o 
núcleo do homomorfismo -seguinte, 

EXERCÍCIOS 

8.1. Seja p um número primo. Quais dos seguintes submódulos do Z-mó- 
dulo Q sío ideais fracionários de 7? 

a) (Z :p7) 
db) YU (Z:77) = efi": XEZ para algum neÑN) 

"EN 

e) Zoa=la:b "Ja, bez, DEPT. 

-8.2. Seja R=QfX, Y] (anel de polinómios em duas indeterminadas 
X, Y). Indique - 

a) um ideal náo-nulo a de A tal que (Ria) - axR; 
t) um ideal nño-nulo de X contido numa infinidade de ideais maxi- 

mais de R, 

8.3, Seja a om ideal invertível do dominio R. Prove que sc a => R ento 
aca para todo neZ.
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8.4. 

BS. 

8,6. 

8.7, 

8.8. 

8.9. 

8.10. 
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Sejam a, b ideais do dominio de Dedekind XK. Prove que a - B=and- 

se e somente se a, b forem comaximais. 

Seja R um domínio de Dedekind. Demonstre o seguinte reforgo 

parcial do Corolário (6.6): Quaisquer que sejam pí,..., P., ideais 

primos náo-nulos de R e distintos dois a dois, quaisquer que sejam 

os números £,,...,k, EN, e quaisquer que sejam os elementos 

pace, TR ER, existe reR tal que r—r,eppYt! G==1,...,n, 

Seja a um ideal náo-nulo do dominio de Dedekind R e seja 7 um 
conjunto finito de ideais primos náo-nulos de R. Usando o exercicio * 

anterior, prove que: 

a) Existea € (0) tal que R - a=a- €, onde c éum ideal nño divisivel 

por ñenhum pe”. . 
b) Existe x e KYO) tal que x- aS Re x- a náo seja divisivel por 

nenhum pe. , 
c) Toda classe de ideais contém um ideal $ tal que a, b sejam coma- 

ximais. 

Utilize o item a) do exercício anterior para dar uma outra demonstra- 

.cño do teorema (8.13). 

Seja a um ideal náo-nulo do dominio de Dedekind R e seja de OL, 

Seja 7 um conjunto finito de ideais primos náo-nulos de R que con- 
tenha todos os ideais primos que dividem A - b. Prove: Para qualquer 

ceaio! tal que c . a”! náo seja divisivel por nenhum pe 7, temos 

que a = N:D + Rre, - 

(Note que existe um elemento c deste tipo pelo item a) do exercicio 
8.6.) - 

Por um añel de valorizacño do corpo K entendemos um subanel 

R.de K tal.que Lex -Rux1- R, qualquer que seja xe KO). 

Prove: 

4) R possui um único ideal maximal m (a saber, m= RVU(R)), 

b) No caso em que R + K, o ideal m será invertivel se e somente se 
for principaí, se e somente se (R:m) AR. 

c) Todo idea! finitamente gerado de R €é principal. 

Seja K um corpo e seja v uma aplicacio de K sobre Zu (00) tal que 

(Xx » sux-+0y e ux+))> min (ox, uy! 

para quaisquer x, ye K. Prove que:
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a) R,= fxe K|bx>0) € um ane! de valorizacáo de K, distinto de K, 

e m,=(xeK]vx>1) € seu ideal maximal. 
b) m,= R,- f para qualquer te K tal que v=l. 

c) A aplicacño definida por n= 1 (EZ) € um isomorfismo do 

grupo aditivo Z sobre o grupo multiplicativo 7 =% dos ideais 

Iracionários de .R, e induz um isomorfismo do mondide aditivo 
N sobre o monóide multiplicativo 7 dos ideais náo-mulos de R,. 

A aplicacio v é chamada uma valorizagúo - discreta de K, 

Sejam R um domínio de Dedexind, K= OR), e sejam Y, 7 como 
definidos no 58. Prove que, para todo p eZ, 

a) existe um e um só homomorfismo «w» de % sobre o grupo aditivo 

- Z tal que op =1 e mp =0 para todo y ey h Ele é sobre- 
jetivo e satisfaz 

W(M + N) = min [uM, aNY 

WM AN) = max (oM, eN, - 

b) a aplicagño » :K-+ZA (90) definida por x-a(R - x) (xe KV0y 
€ 013 09 é uma valorizagdo discreta de K, cujo anel de valorizacio 

R, € igual 4 localizacño de R em relacio ap. 

Seja R um dominio, distinto do seu corpo de fracñes K = O(R). Prove 

que as seguintes condigóes sáo equivalentes: 

(1) R é noetheriano, integralmente fechado e possui apenas um 
ideal primo náño-nulo. 

(ii) R é um dominio de Dedekind e possui apenas um ideal maximal, 
(iti) R=R, para alguma valorizacño discreta y de K. 
(iv) R é um anel de valorizacdo noetheriano. 
(y) R é um domínio principal e possui apenas um ideal maximal.



CAPÍTULO HI 

CLASSES DE IDEAIS 

Z O objetivo principal deste capítulo € mostrar que, para qualquer 
corpo de números algébricos L, o número de classes h,, isto €, a ordem 
do grupo abeliano Yf das classes de ideais de /,, € finito, 

Como ferramenta será usada a norma de ideaís 9, que generaliza 
a norma absoluta 17 1al. Do estudo desta norma, que será feito no $9, 
resulta também a “igualdade fundamental” E e;- £.=[L:Q], que rege a 
decomposicño de cada número primo p no anel 7,, representando assim 0 

ponto de partida de Capitulo IY, | 
A finitude de h,, a ser provada no $10, resultará da existéncia de uma 

cota superior para a norma de certos ideais, e é fácil obter tal cota através 
de uma aplicacño simples do "principio de gavetas”, Cofas melhores, obtidas 
por métodos geométricos (veja Capítulo YI) e, em particular, a “cota de 
Minkowski”, tém a vantagem de fornecer importantes estimativas para o 
discriminante dy € podem ser utilizadas para calcular o número de classes 
h,. Embora o cálculo de 71, para um determinado corpo L, possa, em 
principio, ser efetuado efetivamente (isto 6, em um número finito de passos 
— veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 3, Section 7), tal cálculo será 
viável apeñas em casos bem simples. Deve ser mencionado, porém, que, 
através do método analítico (envolvendo a funcio zeta de Dedekind) se 
obtém para hi, uma fórmula válida para qualquer corpo de números algé- 
bricos L, e fórmulas mais explícitás para corpos quadráticos e corpos 
ciclotómicos (veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 5). 

89. Norma de ideais 

Lembramos qué, no $5, foi usado o fato de que qualquer módulo livre M 
sobre um dominio R pode ser imerso num O(R)espago F. Neste parágrafo 
utilizaremos um outro método para passar de módulos a espacos vetoriais, 

Sejam R um anel e mum ideal maximal de R. Diremos que um R-mó- 
dulo M € anulado por m se c+ x=0 para quaisquer cem e xeM, Neste
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caso, M pode ser considerádo como R/m-espago, sendo a operacio externa 
Rmx MM bem-definida por 

Hr: x FeR, xeM), . 

onde re R é um representante qualquer de 7 (uma vez que r; =7, mod m 
implica r,- xX—ro- X=("-r,) : x=0). Por outro lado, qualquer 
R/m-espago N pode ser considerado como R-módulo, com a operacio 
externa Rx N>N definida. por 

(19) (+ m)-7 (reR, yen), 

considerado como R-módulo, N é anulado por nm. Resumindo: 

(9.1) Os R-módulos amulados por m coincidem com os R/m-espagos. 

Em particular, para todo ideal a de K, o R-módulo quociente a/(m - a) 
€ anulado por m e, portanto, pode ser considerado como R/m-espago. 

(9.2) Sejam R um domínio de Dedekind, um ideal maximal de Re a um ideal 
náo-nulo de R. Entto a/m. a) é um R/m-espago de dimensto 1. 

Demonstracño. De(8.11b) concluimos quem - aC ae que náo existe nenhum 
- ideal b tal quem - ac bc a, Aplicando o homromorfismo ca- 

nónico de R sobre R/(m- a), ambos considerados como R-módulos, con- 
cluimos que a/(m1 - a) é um R-módulo náo-nulo minimal. De (9.1)-resuita 

que a/(m - aj) é UM R/m-espago minimal; portanto, tem dimensño 1. [] 

No que se segue, seja L um corpo de números algébricos, de grau 
[L:Q] =n, Denotaremos por R o anel 1, dos inteiros algébricos de L, 

Recordemos que R é um domínio de Dedekind e, em particular, que-todo 
ideal primo náo-nulo p de A é um ideal maximal de R; logo R/y é um corpo, 

chamado o corpo de restos de R módulo p. 

(9.3) Seja y um ideal primo núo-nulo de R; entáo: 

a) pnZ=pZ, sendo p o Unico número primo em y. 
'b) R/p é uma extensño finita do corpo Fo, de grau (R/p:FJ<n. 

Demonstragño, 4) O ideal primo p n Z é nác-nulo devido a (1,13a); logo é 

igual a p7Z para algum número primo p. Obviamente, p 

é o Único número primo em p. 

b) A restrigdo a 7 do homomorfismo canónico x de R sobre Rip 
tem como núcleo p A Z=pZ: logo induz um isomorfismo (obviamente
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o único) de €, = Z/pZ sobre xZ. Identificando xZ com F¡, este torna-se 

um subcorpo de Ríp. Por (5.6), existe uma base integral 2, ..., $, de L. 
Obviamente, xf1, ..., KP, € um sistema de geradores do F-espago R/p; 

logo [R/p :E,]<. 
O grau [R/p: F,] será chamado o grau de inércia de p e denotado 

por ftp). 

Seja a um ideal náo-nulo de R. Será denotado por Ya, € chamado 

norma do ideal a, o número (cardinal) dos elementos de R/a. Mostremos 

primeiramente que este número é sempre finito e que a norma de ideais € 

multiplicativa. 

(9.4) a) Para todo ideal primo núo-nulo y de R temos que Np =p", onde 
fé o grau de inércia de p e p o único número primo em y. 

b) Para todo ideal náo-mulo a de KR temos que Na e NO); em parti- 

cular, Na=1 se e somente se a= R 

e) Para quaisquer ideais náo-nulos a, b de R vale Nía - b) = Na + NB. 

Demonstracño. a) De [R/p:F,]=/ resulta que R/p tem p” elementos. 

b) e c): Afirmamos que Mp, -...- p)=MKpr "...- Mp, 

para qualquer produto de r ideais primos náo-nulos p¡,..., P, de K. Sendo 

trivial para r=0, supomos que a afirmacio seja válida para qualquer 

produto de r — f ideais primos náo-nulos, sendo r > 1.Sejama= pt *...* P, 

eb=p;"'..." p.; ento a=p,  bE DB, e o anel quociente R/b é isomorio-a 

(R/a/(B/0). Por (9.2), bja é um R/p¡-espago de dimensño 1, logo consiste 

de %p, elementos. Como R/Bb, por hipótese, consiste de pz - ... Mp, 

elementos, concluimos que R/a consiste de Mp; -...- Np, elementos, 

ou seja, Na'= Ap¡ >... - Np, € NO). Em particular, Na = 1 se e somente 

se r =0, se € somente se a = R. As afirmagóes b) e c) resultam entáo do fato 

de todo idea! náo-mulo de R ser um produto de ideais náo-nulos, devido 

a (8.8). ] " 

De (9.4) obtemos facilmente as seguintes propriedades de %, que sáo 
semelhantes ás propriedades da norma My q, indicadas em (1.11) 

(95) Seja a um ideal náo-nulo de R. Entáo: 

a) Naea,oy seja; o ideal-principal-R - Na é-um, múltiplo dea, 
b) Se Na for um número primo entño a será um ideal primo. 

e) Se a for um múltiplo do ideal 6 e Na =Nb enrño a=B.:
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Demonstracio. a)0 grupo aditivo de R/a tem ordem m= Sta; portanto 
m- 10, sendo 1 e Ó respectivamente a unidade e o zero 

do anel R/a. Resulta que me a, ou seja, R-mG5a,0 que equivale a aj R - m 
devido a (8.10). 

b) Se a náo for um ideal primo de R, entáo a=R ou a==b - c, onde 
5, c sio ideais nño-nulos e distintos de R, Em ambos os casos, '9ta nño é 
um número primo, devido a (9.4). 

€) Existe um ideal náo-mulo c de R tal que a= b -.c. De (9.4) concluimos 
que Na == Nb - Nr, e que Na= Mb implica que Ne=1; logo e=R, e 
a=b [] 

De (9.5a) e (8.11a) resulta imediatamente: 

(9.6) Para todo me NVO) existe somente um mimero finito de ideais. nño- 
nulos a de R tais que-Na =m 

O seguinte teorema relaciona a norma de ideais com o discriminante 
e mostra que ela generaliza a norma absoluta |M Lia! 

(9.7) TEOREMA. a) Todo ideal nño-nulo a de R é um Z-módulo livre de posto 
h, € para toda base d,, ...,a, deste 7-módulo temos que 

disc, (dt, ..., 0) =(9a)* - dy. 

b) Para todo elemento náo-mulo %€ R temos que MR - a) =| M ¡ga 

Demonstracño. a) Aplicando (5.1) ao Z-módulo livre E, -obtemos uma 
base integral e¡,...,E, de L e números inteiros a, ...3 On 

4<n, tais que aj - £r,...,0,* €, formem uma base do Z-módulo livre a. Por 
(5.2), 0 Z-módulo R/a é isomorfo a Z/a,Z x...x Za » Z Te Z 

Como Na E finita por (9.4), concluimos que n= y € Na 1 alt... Ja, = 
=| at... * An]. Logo 

disez ola * Else, An” £,) = (detía; 8) - “diseryal [2 1. 6) (Na - de 

E 

Toda base dí, ..., 0, do Z-módulo a escreve-se como a;= Y ey (a;” E), 
J=i 

com ceyEZ fiLj=1,...,n) e det (e;) e U(Z) = (1, —1); portanto 

discr, ¡af ..., 0) = disc; ala, * Epoca. 3 Et En] 

b) Suponhamos que f¡,..., $, formem uma base integral de L. Entáo 
a. Pa,...,0- $, formam uma base do ideal principal R- a, considerado



86 Teoria dos Números Algébricos 

como Z-módulo; logo discr gía: Bi,...,0 B)=NUR - x)? + de, por a). 
. 1 

Por outro lado, existem a;;EZ tais que e - P;= Y a;- BP, U= 1... A); 
1 

logo disey ¡ala * Bare € + Ba) = della? - di por (4.1), e det(a,)= Mat 
Concluimos que IR - a)=1.7 7 a |. O 

Como consegiiéncia deste teorema obtemos uma importante igual- 

dade referente-á decomposicio em 1, dos números primos p, igualdade 

esta que será generalizada no Capítulo IV. 

(9.8) COROLÁRIO. Seja p um número primo e seja R- p=pt- “ pr 

a fatoragúo de R-p em ídeais primos distintos 

Proc. Pe, COM e >= 1,...,e, 1. Entáo: - 

a) Pi, ..., P, sño os únicos ideais primos py de R tais que pep. 

b) Y e; Jj=A, onde f, é a grau de inércia de p, G=1,...,7. 
j=1 

Demonstragúo, a) Obviamente p epi -...- pr e prpara todo je El, ..., 7], 

Por outro lado, se pep entáo p dividirá R- pp, logo 

pEÍip,, ..., P,] devido 4 unicidade da fatoracio. 
b) De (9.4) e (9.76) concluimos que 

MR - 7) = T] Npys= TP ps e-MR- p)= 1/1 1aP] =P", 
j=1 j=l 

respectivamente; logo vale b), [] 

Terminaremos este parágrafo mostrando, num exemplo, a utilidade 

da norma de ideal para determinar explicitamente a fatoragño em ideais 
primos. - 

- —Observemos primeiramente que, -quando o dominio R for fatorial, 

a fatoragño a =L¡ +... E, (essencialmente Única) em fatores irredutiveis 

En.....€, fornecerá imediatamente a fatoracáo desejada de Re, uma 

vez que Re Ciye.., Re E, so ideais primos náo-nulos de KR. Por outro 

lado, quando R núo for fatorial, existirio elementos irredutíveis | que náo 
sáo primos, ou seja, tais que R - C seja um produto de mais de um ideal 

primo, Neste caso; a fatoracáo de R - x em ideais primos pode ser obtida 

juntando-se as fatoracóes dos ideais R- £,,..., R-£,, qualquer que seja 

a fatoracño «==, «...- 7, em fatores irredutiveis. - 

Consideremos como exemplo o corpo quadrático L=0(/-17. 

Seu anel dos inteiros algébricos R=1, =Z[./- 17] nño € fatorial; por
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exemplo, o número 18 tem duas fatoragóes distintas em fatores irredutíveis, 

a saber, 18=2:3-3=(14./-17)- (1 /—17). Sendo 

O PSRI2+R-01+./—17, q=R:3+R-04/-19) € 

r=R-3+R-(1- /=Th, 
mostraremos; 

(9. 9) 2) p, q e y sño ideais primos. de R com fp) = fo fi=1. 
b) R-18=p".g"-r* 

2=P,R- 3=q- b ROA 17) )=p:o7 
Ey] =p: r 

Demonstracdo. a) Obviamente R/p =p, 1+pl, Rla=la,1+09,2+ql e 
RIr=1t,1+r,2+r1; logo Np=2, RNg= NAr=3, De 

(9.5 b) resulta que p, q € y sio ideais primos, e de (9.4a) concluimos que 

Sa)=FHa)=f0)=1. 
») De je N A r e (+ /-17)-1—./—1ep? resulta que 

18ep na n= - We 1%; logo este ideal divide A+ 18. Como 

Rp? - 9 )=2 =18?=|4, g18| = NR - 18) por (9.4) e (9.7), 
concluimos que p?* q” - =R + 18, devido a (95€) 

c) Os ideais inn “gerados por 2, 3, 1+ /—17 e 1/7 
dividem R - 18=p*? + Como 2 £qe2 Er, o ideal R - 2 divide p?. De 
RR - 2)=4= Mp? resulta que R-2=p?. Como 3epar=p-: Lo ideal 
R «36 um múltiplo de q - t. De NR - 3) =9= N(q- 1) resulta que R- 3= 
=9: 1. Como 1+./—17epnaq mas £1, o ideal R-(1+ —17) € um 
múltiplo de P- q mas náo de r; Jogo * igual a um dos ideais y - q, Pp? a 
Pp: p?*- q”. Entre eles, p- q? é o único jue cuja norma é igual a 
18=| Amall + —1Di= UR A-H./—17); logo R- O" )= 

=p- q. Analogamente' prova-se que R- Ny =p-r. 

Note-se que as igualdades R-2=p? e R-3= q: estio em con- 
cordáncia com o corolário (9.8). 

EXERCÍCIOS 

Nos exercicios 9.1 a 9.5, seja L qualquer corpo de números algé- 
bricos, e seja R=1. 

9.1. Prove (sem usar a norma de ideais) que todo número primo p está 
contido em pelo menos um ideal primo de R.” -
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9.72. Indique, para cada me N1(01, uma cota superior para o número dos 

9.3. 

ideais a de R (ais que Na=m, 

Seja a um ideal náo-nulo de R. Prove que se existir ve a tal que 

Na=| AL qx) entio R-2=a, 

9.4. Sejam a um ideal náo-nulo de R, fc aVO), e 7 um conjunto finito 

9.5. 

96. 

97. 

.Q=R :3+R-(14./7-5)er=R-3+R:(1—./—5) sño ideais 

- primes de R, e indique a fatoracúo em ideais primos dos ideais prin- 

de ideais primos náo-nulos de R com as seguintes propriedades: 

a) Todo ideal primo p que divide R + está em 97. 

b) Para todo número primo p, 2,0 7 £ $ implica que ?,<P, 
onde 7, € o conjunto dos ideais primos p tais que pep. 

Prove que, para qualquer «€ alf0) tal que € - a”? nño seja divist- 

vel por nenhum p e', vale - 

Na = MDCM pad, A aP). 

(Note que existe um elemento « deste tipo pelo item a) do exercicio 8.6.). 

Sejam p um número primo € p¡,..., P, 0s Únicos ideais primos de R 
que contém p. 

a) Prove que existe 7ep pi tal que zp, VU... UP, € que todo 

elemento zx deste tipo satisfaz p, =R-p+R-m. 

b) Indique um elemento 7 deste tipo no caso em que p=2 (respec- 
tivamente p=3) e L= O(./—5). 

Seja R= Z[i] (0 anel dos inteiros de Gauss). 

a) Para todo número primo p indique a fatoracío do ideal R-p 
em ideaís primos de R. 

—) Para todo ideal primo p de R determine o grau de inércia f(p) 

Seja R=Z(/=5S] Prove que p=R-2+R-(1-+./-5) 

cipais R-6, R-2, R-3, R-(1+./-3eRK-1- 7-3) 

810, Finitude do número de classes 

Como no parágrafo anterior, denotaremos por R o anel dos intei- 
ros algébricos /, de um corpo de mimeros algébricos L, de graun= [1:07 

Além disto, S, 7,4 € Ef teráo o mesmo significado que no 88, € 1, = lp.



Classes de Idesis 89 

Recordemos que, para quaisquer a e? e ae a(0), a norma 9a di- 
vide UR - a) =[M a], e assim o quociente(Na) 1 - NR - 2) Eum número 
natural náo-nulo; em particular, ele será igual a 1 se e somente se a = R - o. 
Concluimos que x= 

(a) = min (Ma)! Mu a)jaeao)) eno), 
qualquer que seja a€ 7; em particular, n(a) =1 se e somente sea € 7”, 
Resulta que R será um dominio principal, se e somente se n(a)= 1 para 
todo ae fs. 

Mostraremos que, para qualquer corpo de números algébricos L, o 
conjunto fn(a)| ae,A é limitado. 

(10.1) Existe p>0 tal que n(a)<p para todo a€ f, 

Demaonstracáo. Sejam 0,,...,0,0s isomorfismos de L em €, e suponhamos 
que 6, ....), formem uma base integral deL. Mostrare- 

ú Lia 
. 

mos que p= TI] (: lA) tem a propriedade desejada..Para todo 
i= D . J=1 

4€J existe kENVO) tal que K" <Na<(k +1). Seja 

S= » di " Bil d;e (0,...,E); i= bah; 

i=1 

obviamente 7 E R. Como o número k+1y dos elementos de 7 é maior 
que o número Na das classes de R mod a, existem (pelo “principio de 
gavetas”) dois elementos distintos 4, y € 7 tais que A+ a=v+a Obvia- 

mente 4—v== Y a;- f,6a, comaje [—k,..., +10, 1,...,6) ui= 1, A 
=i 

logo 
Le 

Togd— 
j=l 

Ad — | = = = HI Y ar-ojf 
j=1|=1 . 

= 1 (E KA Zo) <k"-p<Na-p; 
=i 

portanto n(a) < (Sta)! IMA — | <p. E 

.Os números. n(a) permitem ainda uma outra interpretacio. Para 
toda classe Be %( seja 

m(B) = min(Nb| be F NB).
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(10.2) Sejan Be Gl e ne $ tais que a! EB. Entáo MB) = n(o). 

Demonstracño. Escolhemos be £ NB tal que Nb =m(B), Por hipótese, 

existe € LO) tal que a! - E=PB;iogo CeR - E=a:bCa, 
e assim (a) < (Na) -" - NR - E)=Nb=m(B). Por outro lado, seja ce NO) 

tal que n(0)= (Na)! - MR - a), esejab=a"1- a. Entio beB, a - b=R-a, 
logo Na - NH = UR - a); portanto, m(B) < NB = (Ia) -' - MR + a)= (a), 

De (10.2) resulta imediatamente que os conjuntos (n(a)| ae 7) e 

IMB] Be EC) coincidem; portanto, toda classe B e €” possui um ideal 5 
tal que NB <p, por (10.1). Por outro lado, concluimos de (9,6) que existe 

somente um número finito de ideais be % com norma Eb <p, digamos 
Di, .... Da. Resulta que Cf consiste das classes (ndo necessariamente dis- 

tintas) B, - %,.... ,,- Je; portanto: - 

(10.3) TEOREMA. O número de classes h; € finito (a saber, h; <m). 

De (19.3) obtemos como consegiiéncia imediata: , 

(10.4) COROLÁRIO. Para todo ae F, a" é um ideal principal. 

Para poder calcular o número de classes h,, € necessário saber quais 

das classes Db; - 3,...,b,,- 3 coincidem. Obviamente teremos que 
b; + 4 =D; - A se e somente se o ideal fracionário D;- b! for principal, 

o que pode ser verificado usando-se o teorema (1.17) (veja Exercicio 10.1): 

Em particular, teremos que /1, = 1 se e somente se b,,...,b,, forem ideais 
principais. Condicoes suficientes para que isto ocorra sio dadas na se- 

.. guinte proposicáo. > - 

(10.5) Teremos que h, = 1 quando uma das seguintes condicóes for satisfeita: 

(i) Todo ideal primo nác-nulo y de R com norma Np <p é principal. 

(ii) Para qualquer número primo p <p, o ideal RK-p é primo. 

Demonstracúo. a) Todo ideal b com norma NBb < p € 0 produto de ideais 

primos p com Np <p. Supondo (1), estes sio ideais 

principais; portanto, b também o é. 

b) Seja p um-ideal primo náo-nulo com norma py <p. Por (9.4), 
temos que Np =p" onde f=1e pt o único número primo em p; logo 

p<peR-p£Ep. Supondo (ii, concluimos que R - p=p, uma vez que KR 

é um dominio de Dedekind; portanto a condicio () é satisfeita, Pela 

parte a) da demonstracño temos que h,=1. )
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O cálculo de hy acima esbogado, o qual sempre pode ser feito efe- 
tivamente (veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 3, Section 7), será tan- 
to mais fácil, e as condigóes indicadas eni (10.5) serio tanto mais fracas, 
quanto menor for a cota p. A melhor cota conhecida, válida para qual- 
quer corpo de números algébricos L, é a cota de Minkowski, definida por 

4 y ml 
HL = 7) del | T n 

onde «d; € o discriminante de Let é a metade do número (par) dos iso- 
morfismos e de L em C tais que oL + R (veja 518). Ela € “obtida usan- 
do-se métodos geométricos, que serio estudados no Capítulo VI (veia 
Exercicio 17.9): - 

No caso em que L é um corpo quadrático A/A), com de 9. (como 
definido em - temos que 

= dr] | quando L for real (isto é, d > 0) 
PL == 9 

= /idi| quando L for imaginário (isto é, d<0) 

sendo o discriminante d, igual a 4d (respectivamente d) quando d=2 
ou 3 (respectivamente = 1) mod 4. Consideremos os casos em que a cota 
Hr É pequena: - 

a) Teremos que x; <2 sé e somente se —9 <d, < 16, se e somente 
se de(—7,—3,—2, —1,2,3,5, 13); neste caso trivialmente hy =1. 

b) Teremos que 2 £ 4, <3 se e somente se — 22 <d, <—9 on 
16 <d, <37, a que ocorrerá se e somente se 

de(—19,—15, —11, —5,6,7, 17, 21,29, 33). 
Para determinar A, néste caso, basta considerar o ideal K-- 2,0 qual-ou é 
primo ou é produto de dois ideais primos p,, p,, náo necessariamente 
distintos, com Np, = Mp, = 2 (veja (9,8). Se R 2 for um ideal primo 
0U Pp, py forem ideais principais, entáo M=l por (10.5). Quando 
R-2=p, : p,, entño p, € Pa serdo os únicos ideais de R com norma 
igual a 2, logo CO= (7, p, - 3, p, - H); logo h, <3 (respectivamen- 
te <?) no-caso em que p, % (respectivamente =) p,. Por exemplo, no 
caso d= —3 temos que p, =p,=R-2+R- (1 -/—3) (veja Exercicio 
97. 0u (15.1); logo hy <2; realmente h,=2 devido a (2.4). (Veja tam- 
bém Ribenboim [28], Chapter-13, (7), e as listas de hi. indicadas em Do- 
revich-Shafarevich [6], 'Tables:)
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Alem de ser úlil para calcular o número de classes, a cota de 

Minkowski fornece também importantes resultados sobre o discriminante. 

(10.6) TEOREMA. Para todo corpo de números algébricos L de grau 
n= [L:W >2 remos que 

x pa" Tn in n—l 

| >(5) >=). 
4) my ia 

. [ "o 

Demonstragdo. Existe be £ tal que 1 < Nb <p, ; logo /| e. | (7) . 
n 

a . E me" . 

Para m > 2 seja q, = 7) md? entño | d, |>0,, uma 

Era T a 7 PP" oa 
vez que 2r <n e —<1, Como 4,=— € == —-1-— >—.3 

q 4 * 4 [Y 4 
para todo m>2, concluimos que 

E=2 2 m1 [PE dy 7 Ea TE In 
Ay =— or dy > [— 3 —= | — . L] 

" Xp 1 An-a nz ( 4 ) 4 3 ( 4 ) 

Este teorema mostra que o mínimo do valor absoluto dos discrimi- 

nantes, min £| d,| | [L: Q]=n), cresce exponencialmente com o grau n. 
Como .consegiiéncia  imediata obtemos. o seguinte corolário, devido a 

- Hermite-e Minkowski: 

(10.77 COROLÁRIO. |d;|>1 para todo corpo de números algébricos 

LEQ. 

Mencionemos ainda sem demonstracño, a qual pode ser feita por 

métodos geométricos, o seguinte teorema devido a Hermite (veja Samuel 

[30], Chapter IV, Theorem 3): - 

(10.8) TEOREMA. Para todo de Z existe apenas um mimero finito de cor- 

pos de números algébricos L com dy =d. 

Terminaremos éste parágrafo abordando um. problema que, aberio 
há várias décadas, foi resolvido somente em 1964. Trata-se de saber se 

todo corpo de números algébricos, L,-está contido num corpo de nú- 

meros algébricos L' tal que hy =1. Para tratar este problema, é natural 

usar o “corpo de classes de Hilbert”, H(L), uma certa extensio galoisiana
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de L com grupo de Galois isomorío a %(. O corpo H(L) tem a proprie- 
dade de que todo ideal a de 7, se torna principal em Iy(L), isto €, a « Ira, 
é gerado por algum 2 € Iya,, embora Inu, possa ter outros ideais náo- 
principais, Obviamente H(L)= L se e somente se kh, = 1. Usando a pro- 
priedade de que K = K' implica H(K) - K' = H(K) e definindo Hol) = L, 
Hi (1)= HAD) (EN) e H(L)= (U Hi(L), mostramos: 

EN 

(10.9 Para todo corpo de números algébricos L, as seguintes condicBes súo 
equivalentes: 

0) [A.(L):LI< oo. 
(i) A cadeia L=Hoy(L)= HAL C Hy(L)<... é estacionária. 
(ii) Existe uma extensño finita L' de L tal que hy =1. 

Neste caso, H(L) é a menor extenso L' de L tal que hp =1. 

Demonstracao. (1) > (ii) é óbvio. , 
(5) > (ii): Existe me N tal que A,(L)= Ho (D)=...— Holk,). Seja 

E= Hull); entño H(L)=L, logo h,.=1. 
(iii) > (1): Por inducño, podemos supor que H;-a(L)S L para algum 

j>0. Como h>.=1, temos que H(L=L": logo 

HAL) = HAL)- L'= HI; (1) - LS HO) = 1. 
Concluimos que H(L)< 7, e que Ho(L) € a menor extensño L' de L 
tal que h..=1. (3 

A proposicño (10,9) mostra que o problema acima indicado é equi- 
valente 4 questáo de, para todo corpo de números algébricos L, a “torre 
de corpos de classes” HAL) H(L)= HyL)C.., ser finita, e mostra 
ainda que, no caso afirmativo, esta torre fornece a menor extensño L' 
de L com h;.=1, 

Á resposta a este “problema de torres de corpos de classes”, encon- 
trada por Shafarevich e Golod em 1964, € negativa: Existem até corpos 
quadráticos L, por exemplo 

M/2-3-5-7-11.13.17. A c /—2-3-5.7-11- 13), 

cuja torre de corpos de classes é infinita, ou seja, que náo estio contidos 
em nenhum corpo de números algébricos L' com Rh. = 1. (Veja Roquette 
(29). 
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EXERCÍCIOS 

10.1. 

10.2. 

103, 
10.4, 

10.5, 

10.6. 

Seja. [6 Q] == neseja aum ideal náo-nulo de 1, tal que Na =k.Prove 
que a será um ideal principal se e somente se a € [R - ay,..., R- ou), 
sendo 21, ...,C El, os elementos indicados no teorema (117). 

Prove que os seguintes corpos quadráticos tem número de classes 
iguais al: 

_ Cl — 45), (/— 67), Q(./-— 163). 

Mostre que (7/10) tem número de classes igual a 2, 

Mostre que o quinto corpo ciclotémico tem número de classes 

igual al. 

a) Prove que todo corpo cúbico L tal que Lal < 49 tem número 
. de classes igual a 1, 

b) Prove que todo corpo cúbico totalmente real (isto é, com trés 
isomorfismos distintos em R) tal que Lal <81 tem número de 
classes igual a 1. 

Seja L= Q(5), sendo $ uma raiz do polinomio XA X2-2X+8. 

a) Prove que 4; <7 e que todo ideal primo náo-nilo p de 1; com 
Np <7 € principal, 

b) Conclua que 7, ¿ um dominio principal. (Veja Weiss [37], 5.4.8)



” CAPÍTULO 1Y 

EXTENSÓES DE 
DOMINIOS DE DEDEKIND 

Usando-se a norma de ideais, foi mostrado no 89 que, para todo nú- 
mero primo p e todo corpo de números algébricos. L, a fatoragño de 
p-l.=B1:...- Pr, em poténcias de ideais primos distintos $, ..., Y, 

de J,, satisfaz a igualdade fundamental Y e;-/,= [L:Q], onde 
¡=1 

h= [1/8 : Fe. 

O objetivo principal deste capítulo é generalizar esta igualdade para 
ideais primos p de um dominio de Dedekind arbitrário R e para a extensio 

$ = H(R) de KR, onde L é qualquer extensáo finita e separável do corpo 

E = O(R). Isto será feito no 512, usando-se alguns fatos sobre anéis de 
fragóes, que serio apresentados no $11. Sob uma hipótese adicional, a 

saber, a da existéncia de um elemento f € S tal que 5 = Rf], mostraremos 
no $13 que a fatoracño de p » $ em ideais primos $; de $ pode ser obtida 
através da fatoracio mod p - REXT do polinómio minimal de fi sobre K, 
a qual permite também indicar explicitamente os ideais primos %; 
Será provado também, sem esta hipótese, um resultado análogo, válido 
para quase todos os ideais primos de R, excluindo-se apenas os que dividem 
o discriminante; somente estes podem ser ramificados em L, Finalmente, 
serio estudados os ideais primos que sño totalmente ramificados em L, 

311, Anéis de fracóes de um domínio 

Inicialmente, indicamos alguns fatos sobre extensño e restricio de 

ideais, para qualquer par de anéis R, $ com RES. 
Sejam $ um anel qualquer e R um subanel de $. Denotamos por 

SF (respectivamente 7) o conjunto de fodos os ideais de R (respectiva- 

mente de $). Associando a cada c€.% o ideal 

ar S= (aj y +... +0 YI Ap, ...5 ALEA... ES) SEN).
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obtemos uma aplicacáo £ :.F + %$, chamada a extensáo de ideais (de R a 5), 

a qual obviamente satisfaz 

efa+a)=ea-t+aa e ea-0)=eca: 20 (a, dES). 

O subconjunto £(.7) de S é chamado o conjunto dos ideais estendidos. 

Por outro lado, associando a cada Ye 7 a intersegño Y NR, obtemos 

uma aplicacio p : £ + F, chamada a restricúo de ideais (de $ a R), a qual 

obviamente satisfaz 

PA YA) = ANY e A/A) =/9% (ATP). 
O subconjunto P(2) de LF € chamado o conjunto dos ideais restritos. 

É óbvio.que as aplicag0es e e p preservam a incluso e tém as seguintes 

propriedades: - 

(posa 2a e [(pos)a=a->acA( 9] (ac.s) 

(ec. pASsA e [2 p)A=A+> Ned A] Ac”) 

BoPoE=E € PoEaP=P 

E injetiva<> [p o = id, ] + p sobrejetiva 

E sobrejetiva > [ko p = id] <> p injetiva 

ee p induzem aplicacóes bijetivas, inversas entre si, entre os 
conjuntos P(F) e a(-7). 

Como exemplos trivials, mencionamos os seguintes: 

A) Seja KR um corpo e $ = R[X]. Como | consiste apenas dos ideais (0) 
e R, a aplicacño p € sobrejetiva e 5 € injetiva. 

B) Seja R um domínio e 5 = Q(R) o corpo de fracdes de R. Como £ con- 

“siste apenas dos ideais (0) e S; a aplicagño £ € sobrejetiva e p € injetiva. 

Mostraremos a seguir que a afirmagdo em B) se generaliza ao caso 
de qualquer anel de fracóes de um dominio R. 

Seja M um subconjunto multiplicativo do dominio K. Denotaremos, 

até (11.8), por £ (respectivamente 7) o conjunto dos ideais de R (respectiva- 

mente R,). 

(11.1) a) Para todo Ne $ temos que (AN R)- Ry =U. 

b) Para todo ae Ftemos que q - Ry = (a/miaea,meMj; em par 

. ticular, ar Ry = Ray se e somente se a NM E. 

Demonstragúo. a) Seja x € U, digamos a =c/m, com e ER, me M. Entáo, 

m:a=cEUÁNR, logo a=c- (1/m) e(ANR)- Ry.
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b) A primeira igualdade resulta do fato que, para quaisquer a;€ a, 
bEeRe mEM (i=1,...,3), vale - 

- 
> ar- (bm) = a/m, onde m=m,-....-m,eM e 
im= 

" 
a= Y ay bir my Mica” Mia ... Me Ed. 

m=i . 

Se a. Ry, =R,,, entio existem.aea e mEeM tais que a/m=1, logo 
a=meanM. Por outro lado, se mean M entáo 1=m/mea- Ry. Cd 

Diremos que o ideal aeH se perde em Ry quando a- Ru = Ray. 
A parte b) da proposicño (11.1) mostra que, no caso em que M + UR) 
(ou seja, Ry 7 R), existem sempre ideais a de R, distintos de R, que se 
perdem em Ra; portanto, a aplicacño e nño é injetiva, 

A seguir mostraremos que os ideais primos de R,, estáo em correspon- 
déncia biunivoca com os ideais primos de R que núo se perdem em Ro. 
Mais precisamente, _denotando por 7 (respectivamente 2) o conjunto 
de todos os ideaís primos de R (respectivamente de Ru), e por 2,0 conjunto 
(pe? |p NA M=6|, provamos: 

(11.2) TEOREMA, a) Para todo Pe2 temos que DaAakeP,, e 
(BAR) Ru =%. 

b) Para todo p e 2, temos que p - Ryede pp: Ry NR=p, 
e) As aplicacóes £ e p induzem aplicaróes bijetivas, inversas entre si, 

entre Py e 2. - 

Demonstragño. a) Obviamente TP nREeP para qualquer Pe. Por 
(11.1) temos que (Par): Ry =P Ra, logo 

(ARNM = 6; portanto PAREZ,. . 
b) Seja peP,; entáo p - Ry A R,,. Para mostrar que p - Ry EZ, 

consideramos elementos a,be R e m,neM tais que (a/m) - (b/n) e p - Ry. 
Por (11.1b) existem cep e keM tais que (a/m)- (b/n)=efk; logo 
a-b-k=m:n-cep,'e de kép decorre que 4Ep ou bep; portanto 
afmep- Ry ou bhiep- Ry. Todo dep: Ry nik é da forma cm, onde 
cEp € mEM, logo m- d=c; de mép decorre que dep. Portanto, 
pr Ry ANR=p. : 

c) € uma conseghiéncia de a) e b) [] 

É óbvio que, para todo a €5, a aplicacio idéntica R > R,, induz um 
homomorfismo canónico de R/a em Ruda Ru, e qual será injetivo se e 
somente.se a- Ryn R=a, Em particular:
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(11.3) COROLÁRIO. Para todo pe, o homomorfismo canónico 

R/p-—> Ru/p + Ray € injetivo. Ele será bijetivo (e, por- 

tanto, um isomorfismo de RIp sobre Ry/p - Ry) quando p for um ideal maximal. 

Demonsiracúo. A primeira afirmagño resulta de (11.2 b). Se p € 7,, for um 
ideal maximal, entdo para todo me M existem cep e 

aeR tais que 1=c+a-m; logo 1/m—a=c/meyp- R,. Resulta que, 
para todo r eR, r/m + p - Ry € a imagem de r - a + y sob o homemorfismo 

indicado, [] - 

Em particular, para todo número primo p, o corpo F,=Z/p- Z e 

canonicamente isomorío ao corpo Zip - Zi, sendo 6 a localizagao 

de 7 pelo ideal maximal p + Z de Z. 

Consideremos ainda o caso especial em que M.—RWpo para algum 

Po EZ, ou seja, em que Ry € a localizacáo de R em relagáo ao ideal primo 

po. Neste caso, os ideais de K que náo se perdem em Ry sáo cxatamente os 

contidos em po, € temos que 2,,= Ip eZ | p = po). Obtemos como con- 
segiiéncia imediata de (11.72) o seguinte 

(11.4) COROLÁRIO. Seja M= Ko, onde po € P. Sab as aplicacdes € e p, 

os ideais primos de Ry correspondem biumivocamente 

dos ideais primos de R que estño contidos em yg. Em par ticular, po» Ry é0 

único ideal maximal de Ry. 

A seguir mostraremos que a construcio do anel de fragdes comuta 

com a construgáo do fecho inteiro, no sentido do seguinte teorema, que 

generaliza a segunda igualdade, de (1.7). 

(11.5) TEOREMA, Sejam S un dominio, R um subanel de $ e M um sub- 

conjunto multiplicatino de R. Entño| 

(Ru = Ts, Rm). 
Demonstracúo. Todo s € R' == I(R) satisfaz uma igualdade s* + aj + 5! + 

+... OR=0, com d;,...., ayER, keN; logo (s/mY+(a,/m) > 
. sfm) !4+...+a,/m'=0 para qualquer .me M, -Portanto, todo elemento 
-de Ry está em Sy € é inteiro sobre R,; logo Ry E ls, (Ry). Por outro 

lado, sejam seS e meM e suponhamos que s/m seja inteiro sobre Ray, 

digamos (s/m) + (b:/m1) - (sfm)! +... + belm>=0, onde bí,..., Be ER, 
My, ...,A.EM € CEN, Multiplicando esta igualdade por (m- n, onde 

H= Mi... Me, Oblemos que (s- M +cy- (5- A 1+...+c,=0, com 
Ci, .... CER; logo s- neladR)=R, e sfm=(s- )/0n -MeRy. LC 

Obtemos como consegiiéncia imediata o seguinte:.
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(11.6) COROLARIO. Sejam S, R e M como em (11.5). 

a) Se S for inteiro sobre R endo Sy será inteiro 
sobre Ry. 

b) Se R for integralmente fechado em S entño R,, será integralmente 

Jechado em Sy. : 

Há outras propriedades importantes que se preservam na passagem 
de R ao anel de fragdes R,: 

(11.7) Se R for um domínio noetheriano entño todo anel de fracóes de R 
também o será. — 

Demonstracño. Para todo Y e FS, 0 ideal Un Res é finitamente gerádo, 

digamos UNnR=R-a, +...+R-a,; logo Y = 

= (UN R)+ Ry = Ray apt... ERy a, € finitamente gerado, [] 

(11.8) TEOREMA. Sejam R um dominio de Dedekind e M um subconjunto 

multiplicativo de R; entúo: 

a) Ry é um dominio de Dedekind. 
Além disto, para todo ideal primo núo-mulo p de R tal que y NM = 6, temos 
que 

b) os corpos Rip e ul Ry súo canonicamente isomorjos; 

ce) P*- Ry NR=p" para todo keNI. 

Demonstracúo. a) Ry É nocthieriano e integralmente fechado, por (11.7) 
e (11.6b). Seja Pe 2, PA(0). Por (11.2), NR é um 

ideal primo náo-nulo e, portanto, um ideal maximai de R: logo Té um 
ideal maximal de Ry. Concluimos que R,, é um domínio de Dedekind. 

b) Resulta de (11.3). . 
c) Seja aep*- Ry nR; por (11.1 b) existem bep* e meM tais que 

a= bm; logo m - a=b. Como y* divide o ideat b « R e p nño divide m - R, 
resulta de (8.8) que p* divide o ideal a - R, logo a EP. A inclusdo inversa 
é óbvia, [] 

As localizagñes de um dominio de Dedekind sáo até domínios prin- 
cipais. Este fato, indicado no seguinte corolário, será da maior importáncia 
nos parágrafos 12 e 13, 

(11.9) COROLÁRIO. Sejam R um domínio de Dedekind, Po tm ideal primo 
náo-mulo de R e M= Rpo, Entño, Ey é um domínio 

principal, tendo um único ideal primo núo-nulo, «a saber, po: Ry.
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Demonstracíño. Por (11,4) e (11.8), po - Ry € o único ideal maximal do 

dominio de Dedekind R,, e, portanto, seu único ideal primo 

náo-nulo. Por (8.17), Ry, € um dominio principal. [- 

Observemos que o anel R,, considerado em (11,9) é um anel de valoriza- 

cño discreta, isto €, satisfaz as condicbdes equivalentes indicadas no Exer- 

cicig 8.12. ; 

A nogáo de anel de fracóes € útil para estudar o relacionamento entre 

os ideais primos de KR e os de $, no caso em que $ for inteiro sobre K, Dado 
um ideal primo p de R, diremos que um ideal primo $ de S está acima de p- 

quando BT nNR=p. Mais geralmente, denotando por £ o conjunto de todos 
os ideais de 5, interessamo-nos pelos Ae .L tais que A NR EP. 

(11.10) TEOREMA. Sejam S um domfnio, R um subanel de $ tal que S seja 

- inteiro sobre R, e p um ideal primo de K, 

a) Para tado Ye F tal que UN RE existe um ideal primo Y de $, 

acima de p, tal que Y <= Y. 

b) Os ideais primos Y de S que estño acima de p sño os elementos ma- 

ximais do conjunto [Ye FI UN REp). 

. Demonstracño. Seja M= Ry, Notemos que Ae 7, Un REp implica 

que AN M =$, logo YU - Sy £ Sy, 

a) Y - S,7 está contido num ideal maximal N de S,,. Como 3,4 € 

inteiro sobre Ra, por (11.6), resulta de (1.12 d) que N AR, é um ideal 
maximal de R,,; logo coincide com y - R,y. Concluimos que Y <A - 54 N 

NSENANS e (NASA R=(MnR,)nR=p:RynR=yp; portanto, 
o ideal primo P=Nn5S de $ tem as propriedades desejadas. 

b) Seja- $ um ideal primo de $ que esteja acima de p. Entáo, 

B- Sy E Ia Y RU S< Br Su N Ry É Ra, € vale a igualdade devido 4 
maximalidade do ideal p - Ry. Por (1.12 d), Ti - $,, € um ideal maximal de 

Sy. Suponhamos que PS Y para algum Y eN tal que UNA E p.-Entáo 
VD - Sy, EU - 8% Sy, € Vale a igualdade devido 4 maximalidade de 

D- Ex; portanto ASA: Sy NS=B: Sy NT=P Resulta que Y é 
mezimal no conjunto (YA e A | A NR E pi, Por outro lado, se Ay for um 
elemento maximal deste conjunto, entáo, por a), Y, estará contido em, 

c pela maximalidade será mesmo igual a, um ideal primo $ de $ 

acima de p. ; 

Como conseguéncia imediata deste teorema obtemos:
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(11.11) COROLÁRIO. Sejam $, R e p como em (11.10), 

a) Existe um ideal primo P de Ss que está acima de y. 
b) Se Bi, B, forem ideais primos de S, acima de pe tais que P. = Pa, 

entúo E; = B,. 
%) Sejam po e Bo ideaiís primos de R eS, respectivamente, tais que 

Bo esteja acima de po e po =p, E.ndio existe um ideal primo *P de 5, 

“acima de p, tal que Y, = Y. - 

As afirmagóes a) e c) deste corolário costumam ser chamadas o teorema 
“Iying-over” e “going-up”, respectivamente, enguanto b) arma que os 
ideais primos de S acima de p sño incomparáveis dois a de s (em relacño 
á inclusáo). 

Do teorema “Itying-over” resulta, em particular, que toco ideal primo 
p € um ideal restrito (isto é, p = An R para algum Ae 5) e, portanto, 
p=p-SnR. Além disto, concluimos de (11,10): 

(11.12) COROLÁRIO. Sejam S, R e p como em (11.10). Entño p-S é0 
menor elemento, e os ideais primos BP de S acima 

de y sáo os elementos maximais, do conjunto (Y ES| ANR= Dr 

EXERCÍCIOS 

HL.1. Sejam $ um anel, R um subanel de $ e £ (respectivamente £) o con- 
junto dos ideais de R (respectivamente de 5). Sejam MES E 
Ag ES. Prove: 

a) Se (UE FT AN R=aúo for náo-vazio, emtño. terá um menor 
elemento, a saber, ag +5. 

b) Se [ae A] a- S= A for náo-vazio, entáo ferá um maior ele- 
mento, a saber, A, AR. 

11.2. Sejam $ um domínic, R um subanel de $ e p um ideal primo de R 
tal que p » Sn R =p. Usando o anel de fragdes Su onde M= Rp, . 

. prove que existe um ideal primo Pf de $ tal que PAR=p. 

11.3. Dé uma demonstracáo de (11.7), usando a condicño de cadeia as- 
cendente (respectivamente a condicño maximal). 

114, Sejam R um dominio e p,,..., p, ideais primos de KR. Prove; 
2) M= Rp, U...Up,) € um subconjunto multiplicativo de R, 
b) O ideal a de R perderse á -4 em Ri se € somente se a £ p; para todo 
¡E
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c) Se pí, ..., P, forem incomparáveis dois a dois (isto €, p: £ p, para 

¡7 j) entño s terá exatamente r ideais maximais, a saber, 

Pr+ Ruy e. e. Pr: 
. 

d) Se R for um oio de Dedekind, entío Ry será um domínio 

principal. Indique um sistema de representantes dos elementos 

irredutiveis de RK. 

115. Sejam R um anel e M um subconjunto multiplicativo de KR. 

— a) Defina o anel de fragdes Ry como quociente do conjunto RxM 

pela relagño de equivaléncia 

(rm) + (7, m1) [1 - (*- m'—r - m) =0 para algun neM], 

munido de uma adicáo e uma multiplicagño apro; tadas. 

b) Prove que por re=r/1 (reR) define-se um homomorfismo 

Zu: R- Ra, com núcleo (reR|n-r=0 para algum neMj. 

c) Prove que, para qualquer homomorfismo , de R em um anel $ 

tal que p(M) = U(S), existe um e um só homomorfismo $ : Ry > 8 

tal que Po Ay = 0, 

11.6. Procure generalizar, para anéis quaisquer, os fatos provados no $11 

para domínios. Neste sentido, generalize também os Exercicios 

11.2, 11.3. e 11.4. ajc). 

11.7. Seja p um número primo e me ZV0). Prove quem - Zu, NZ= Po, 

onde Kk= max (jeN| p” divide m). 

812. Decomposicáo de ideais primos 

Dados um dominio de Dedekind R e uma extensáo finita e separável 

[. do corpo. K = Q(R), recordamos que S= 1(R) também 6 um dominio 

.de Dedekind (veja (8.1). Estudaremos neste parágralo, para os ideais primos 

náo-nulos p de R, a decomposigño de y em L, isto €, a fatoracño do ideal 

estendido p- 5 em ideais primos $F de $. 

Lembramos que, no fim do 511, foi estudado o' relacionamento entre 

-umideal primo p de Re os ideais de 5; num contexto mais geral, a saber, 

para quaisquer domínios R E $ tais que $ fosse inteiro sobre K. Dos resul- 

tados lá obtidos será utilizado aqui apenas o lato de p ser um ideal restrito, 

que é uma consegiiéncia imediatado teorema “Iymg-over” (11.1 la). A partir 

deste fato daremos uma prova direta das alirmacóes de (11.12) para domi-
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nios de Dedekind, até numa versño reforgada” Mencionemos ainda que, 
de fato, todo ideal de R € restrito, ou seja, a “restricio” p : $ +35 E sobre- 
jetiva, o que pode ser provado de várias manejras (veja Exercícios 12.2 
e 172.3). | - 

Sejam R,'S, K, L'comó definidos acima, 7 — [L:X], p um ideal primo 
náo-nulo de R, e 7 o conjunto dos ¡id ais de $. 

(12.1) Seja p -S =P... Pr, sendo B(,..., B, ideaís primos de $ dis: 
tintos, e ey > L,..., e, > 1, Entáo: 

a) r>1. . 
b) B,,..., BP, sño 0s-ideais primos que estño acima de y. 
9) (Ue s | UNR=p) = (PL -.... BA] O <d<e, 

E=1...7), di +...+d, > D. 

Demonstracúo. a) Como p é um ideal restrito (por (11.11a)), temos que 
. | P-SAR=p, logo p - SAS; portanto p: 5 é divisível 

por algum ideal primo %, isto é, r > 1, — 
€) O conjunto 4 direita consiste dos ideais 9 e SH, US; que dividem 

p-5. Para. todo deste tipo temos que PEP- SN REANRAR; 
logo p = A NR, devido á maximalidade de p. Por outro lado, de A N R=p 
decorre que AS e p. S=(A NR) - SEU, logo YA -divide-se pS. 

b) é uma consegiiéncia imediata de 0) KC - 

As afirmacóes a) e b) desta proposicdo generalizam obviamente a 
parte a) do Corolário (9.8). Para podermos generalizar também a parte b) 
deste Corolário, isto é, a igualdade fundamental, consideramos, para todo 
ideal Y de $ tal que A NR =p, o anel quociente S/A. Ele pode ser consi- 
derado como R-módulo e também como R/p-espaco, uma vez que é anu- 
lado por p (veja (9.1). 

(122) Para todo ideal Y de S tal que UN R=y, o Rip-espago 5/% tem 
dimenstio finita - 

Demonstracio. Por (7.11), $ é um R-módulo fi initamente gerado. As classes 
mod A de um sistema de geradores deste R-módulo for- 

1) Note-se que, em (9,8), a desigualdade 7 > 1 resulta da parte b) (igualdade fundamental) 
eu pode ser obtida dirctamente.de Np+ R) 7 1 ou de (1,12 b).



104 * Teoría dos Números Algábricos - 

mam um sistema de geradores do R/p- -espago $/A que, portanto, tem di- 

mensio finita. ET . 
A dimensño de um Rp-espaco Y será denotada por dim Y. . 

Mencionemos ainda que R/p, pode ser identificado com a imágem 

de R sob o homomorfismo canónico de 5 sobre S/YA e, portanto, pode 

ser considerado como subcorpa do anel S/2[. Em particular, para cada 

ideal primo $ de $ que está acima de p, o corpo S/% pode ser considerado 

como uma extensño do corpo R/p, de grau [S/$ : R/p] = dim S/, o qual 

é chamado grau de inércia de $ e € denotado por f($ |»). O maior número 

e tal que $* divida p - $ € chamado o índice de ramificacño de P e ¿ deno- 

tado por «(| p): Com: as notacóes de (12.1) temos obviamente que 

(B| p)=e; G=1,...,7). 

A igualdade fundamental Y e;' f,=n será obtida através de duas 
1 

igualdades para dim S/p - 5, indicadas no seguinte teorema. A segunda 

igualdade será inicialmente demonstrada sob a hipótese de $ ser um 

R-módulo Eivre, hipótese esta que posteriormente será eliminada, usando-se 

o método de localizacño, isto é, a passagem aos anéis de fragóes Ry € Sa 

onde M= Rp. Note-se que a hipótese mencionada é sempre satisfeita 

no caso em que R=Z, devido a (5.6), de modo que, neste caso, nio ha 

necessidade de localizagño. 

(12.3) TEOREMA, Sejam R um dominio de Dedekind, S=1,(R), onde L 

— é uma extensáo finita e separável de K = Q(R), p un 

ideal primo náo-nulo de R e Pi, ..., VB, os ideais primos de $ que estáo acima 

de p. Entáo - 

Y e(08;| 7) - (81 y) = dim 5/p - 5 = EL:X]. 
i=1 

Demonstragúo. a) Sendo e;= e(Pi|p), consideramos a seguinte cadeia de 

ideais descendente: 

$>B,>...2 BT > Pr - P,>.. E" PE... 2 PP... Brp es 

Seja % um ideal desta cadeia, menos o último; entáo o'ideal seguinte € 

YA - Y, para certo ie (1, ...,7). Por (9.2), U/Y - P; é um S/Prespago de 

dimensio 1 e, portanto, um R/p-espago de dimensáo /(B)p) Sendo
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S/Y e S/U- $; R/p-espagos de dimensáo finita, por (12.2), temos que 

dim 5/A - $; — dim S/A = dim A/A + P;= 7 (P|p), uma vez que S/U € 

isomorío a (S/A- $(A/2 - $). Somando estas igualdades, onde Y 

percorre todos os ideais da cadeia menos o último, obtemos a primeira 
igualdade do teorema. 

b) Provaremos a segunda igualdade sob a hipótese de que o 
R-módulo 5, o qual tem posto » (veja 55), € livre, isto €, possui uma 

base f,,...,f,. Denotando por xk o homomorfismo canónico de $ 
sobre S/p - $, temos que kP(, ..., KB, formam um sistema de geradores do 
R/p-espaco S/p - 8; afirmamos que estes elementos sño linearmente in- 

H 

dependentes. De fato, sejam a,, ...,a, E R tais que Y ra, 3;=0, entño 
i=i 

Lia 

> a;- Bey - S:togo existemmeEN, e,epeb, ,eR(i=1,...,Mj=l,...,m 
r=1 

tais que Y a;- P:= Y er (E bj; A); La independéncia linear de 
i=1 31 =1 

mm 

Bas... Ba CONCluimos que a; = Y c;- D,¡Ep, logo xka;=0 (i=1,..., 7). 
i=1 

Resulta que xf,,...,xf, € uma base de R/p-espaco S/p-S; assim 
dira S/p + S=n, 

€) Para provar a segunda igualdade do teorema no caso geral, con- 
sideramos os anéis de fraches R, e Sy, onde M= Ry. Obviamente 
K= Ry), L= (S,,), € temos que $y =7L(Ry), por (11.5). Por (11.9), 
Ry € um domínio principal, tendo p- Rar como único ideal primo 
náo-nulo; de (5,4) resulta que o R,-módulo 5; é livre. Da proposicño 
(12.4), que será indicada e provada em seguida, concluimos que 
Di - Entr .. B, - Sy so osideais primos de $, que estáo acima dep.. Ry e que 

(Br Su | P- Ra) = Bi] Y) € SB: Eu] p- R)=/Bif p) E=1,..,7. 

Pelo que foi demonstrado anteriormente, concluimos que 

r 

[L:K] = dy = > e(Bi- Sul P- R,)- AB: Sar| p-Ry)= 
i=1 

= > dB:|p)- /(P:] p) = dim $/p - 5, 
=i 

sendo d., a dimensio do (R,,/p- R,)espaco 5,;/p - Sy. 

A prova deste teorema será completa após demonstrarmos o seguinte:
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(124) Com as notacóes de (12.1) e M= Ry temos: 

a) p - Sy = (Bi - SyY'-...- (8-81) sendo Pi Exp... Bre Sy 05 
ideaís primos de Sy, distintos, acima de y » Ry. - 

b) A aplicacño idéntica S > Sy induz, para i=1, ..., Y, um-isomorfismo 
de SIP sobre Sye/ + En, s0b 0 qual RÍp é aplicado sobre Rap - Ray. 

e) € UE ul p- Ry) = = ap) e MB Sul > Ry) = TB p) 

(>= 1, +). 

Demonstracño. a).Como MN NM=...=Bn M= ¿, resulta de (11.2) que 

PUES UE Su $ sic ideais primos de S,, distintos. Da * 

multiplicatividade da extensáo de ideais conciuimos que p:-S4= 
=(p- 5) - Sy = (Pi Say) +... (B, + Sy)” O resto resulta de (12.1), apli- 

cado aos anéis Ry € 81,=1,(Ra). 
b) Resulta de (11,3) e do fato de p € $, ..., B, serem ideais maximais 

de Rc 5, respectivamente, 
c) É uma consegiiéncia imediata de a) e b) El 

. Mencionemos ainda que, pela versáo fraca do Teorema Chinés de Res- 

tos (6.7), existe um isomorfismo canónico de S/p - S= SP -.... $Pr) 

sobre o produto cartesiano ST .>x S/T, o qual induz a aplicacño 

diagonal de R/p sobre R/p x...x Río. Considerado como R/p-espago, 
SIN tem a dimensao e(P; re) MB:| y) o que se prova analogamente 

4 parte a) da demonstracño de (12. 3). Desta mancira, obtém-se novamente 

a primeira igualdade do teorema (12.3), 

Observemos ainda que a igualdade fundamental permite vários tipos 

de decomposicño de p; convém' dar nomes aos casos extremos. Diremos 

que o ideal primo p de R €é 

a) oralmente decomposto em L, quando r = 1, ou seja, e(P| p)= (PI p)= 

para todo ideal primo $ de S que está acima de p. 

b) rotalmente inerte.em L, quando r — | e e(P |- -p) == 1,0u seja, N(PT| p)= 

para algum ideal primo $ de 5 que está acima de p. 

c) rotalmente- ramificado em L, quando r=1 e /($,|p)=1, ou seja, 

e( B| p)=n para algum ideal primo $ de $ que está acima de p, 

No caso n=2, estes trés casos sio obviamente os únicos. 

Pode-se provar que, se p náo for o único ideal primo de R, entáo 

para quaisquer r, er,..., E. fir... fZ1 éxistirá uma extensño finita 

e separável L de K tal que a decomposicdo de p em L seja do tipo 

PE... - VB com MP p)= 6 AE=1,...,7) Veja Endler [8], 827).
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EXERCÍCIOS 

12.1, 

12.2. 

12.3, 

124. 

12.5. 

12.6. 

Nos exercicios 12.1 a 12.5, manteremos as notacdes do 812. 

Sejam B¡,...,B, os ideais primos de $ que: estio acima de y. 
Prove: - - 

a) Existe BES tal que PEP,, PEN, PEB.,...PEB.. — 
b) Para todo elemento $ deste tipo temos que Y, =p - S+8-5. 

Mm 

Seja a um ideal de R e seja Oxrea- $ AR, digamos c= PE 

Com ar, »Ay ERE Pro.., BnES. 

a) Sob a hipótese de L ser uma extensdo normal de K, prove -que 
existe um polinómio homogéneo HeR[X:,.... Xul de grau 
n= [L:K], tal que "e Hía,,...,a,), e conclua que cea 

b) Prove que a - Sn R=a vale mesmo sem a hipótese de L ser 
normal sobre K. 

a) Usando (12. 1), prove que a: SAb- 5 para quaisquer ideais dis- 
tintos a, b de KR 

b) Conclua que a - SR =a para qualquer ideal a, de R. 

c) Seja a= y! - ...- p? onde p,, ..., P, sio ideais primos de A dis- 
tintos e y, > 1, ...,9,> 1. A partir das decomposicdes de p,,..., p, 
em L, determine todos os ideais Y de $ tais que Un R=a. 

d) Prove que, para quaisquer ideais Y, B de $ tais que AU NR, BAR 

sejam comaximais, temos que  - Bn R=(A AR) - (BAR). 
e) Mostre, através de um exemplo, que nem sempre Y? n R=(AnRY. 

Sendo M= Ry, prove que a aplicagño idéntica S- Sy induz um 
isomerfismo de S/p- $ sobre S,,/p - Sy. 

Sejam L um corpo entre K e L, S =1,4R), e sejam p, Y, B ideais 

primos de R, 5, 5, respectivamente. Supondo que $ esteja acima 
de Y, prove: 

a) $ estará acima de p se e somente se YP' estiver acima de p. 
b) Neste caso temos que e(P| p)=e(B| P) - e(P|p) e (B| p)= 

= /(E| B)- /(P|y) (multiplicatividade do. indice de ramifi- 
caco e do grau de inércia). 

Indique os números primos p tais que o ideal primo. p - Z de Z seja 
decomposto (respectivamente inerte; respectivamente ramificado) no 
corpo dos números de Gauss (7).
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513. Um teorema de Kummer. Ramificacáo 

Sejam novamente R um dominio de Dedekind, L uma extensáo fi 

nita e separável de K = C(R), de grau n, e $ = L(R). No parágrafo anterior 
foi mostrado que todo ideal primo náo-nulo p de R se decompoe em L 
de acordo com a igualdade fundamental. 

Neste parágrafo demonstraremos um teorema, devido a Kummer, 
que permite indicar explicitamente tal decomposigáo a partir da fatora- 

cdo mod p + REX] do polinómio minimal Pp,x, sendo / qualquer ele-. 
mento em S tal que S= RP]; obviamente temos entáo que L= K(f). 

Note-se que a existéncia de tal elemento é uma hipótese adicional que nem 

sempre é satisfcita, mesmo no caso em que R=Z (veja o final do 55). 
Ela certamente será satisfeita quando R =Z e L for um corpo quadrático 

ou ciclotómico (veja (2.3) e (3.12)). Recordamos que, por (4.10), a igualdade 

S=R[f] será válida se e somente se 1, f,..., 0"! formarem uma base 

do R-módulo $. 
r 

Para todo polinómio F = $ a¡X'eR[X] denotaremos por Fo 
i=1 

, 

polinómio >, (a; + p) » X E(R/P)LX] (sendo p fixo). 

(13.1 TEOREMA, Suponhamos que S= RIP]. Seja P= Pak € sejam 

Pis....P, polinómios mónicos em REX] tais que 

P= Pit... Po seja a fatoracáo de P em polinómios irredutíveis distintos 
em RL. Encáo: 

a) p-S=M..., onde P¡=p: 54 P4B)- SG=1,...,r) sAo0 osidenis 
-- primos de 5, distintos, acima-de y; logo (B;| p) =e=1,.. +5 
b) 5/$;—(R/pX E). sendo E uma raiz de Pa logo MB;| pY=aP:(j=1, ...,r). 

Demonstracño. Provamos inicialmente a existéncia de ideais primos 
Bis... P, de 5, distintos e acima de p, que satisfazera t). 

Para ¿== 1, ...,7 seja ñ, uma raiz de P; (num fecho algébrico de R/o); logo 
P, Eo polinómio minimal de ñ sobre R/p. O homomorfismo 4, de REX] 
sobre ( RL, definido por F>F(B,) (Fe R[X]), induz um homomor- 

fismo 7; de AEXY(P) sobre (R/B)[B,], uma vez que 2,P =0. Por outro lado, 
o homomorfismo xk de REX] sobre R[ 1, definido por F1> F() (F e REX), 
tem como núcleo o ideal principal (P) de REX1, devido a (19a); portanto, 
induz um isomorfismo 7 de RE XT/(P) sobre REF. Resulta que a, = Ao? 
€ um homomorfismo de 5 = RIA] sobre (R/p) LA, e obviamente temos
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que 4(F(8))= FL) para todo FeR[X]. Como (R/P)[B] é um corpo, 

o núcleo de y, é UM ideal maximal $, de 5, e 11; induz um isomorfismo 

E; de S/P; sobre (RIPB]. De pS BN RAR € da maximalidade de p 

decorre que 'P); está acima de p. Como a restricño de 4; ao subanel R de $ 

coincide com o homomorfismo canónico de RK sobre R/p, concluimos 

que li; é um R/p-isomorfismo de 5/1; sobr. :RIp)P]; logo S/B;=(R/P)[B] 

para uma certa raiz 1,c 5/9; de P;; portanto SB; p)=f,. De 24P (6) = 
=0£(P:(P)), para > j, resulta que BP, ..., FP, sio distintos dois a dois, 

a) Obviamente p « S5+ P£f) SEP; =1,..., 7). Para provar a in- 
clusdo inversa, seja « € $, digamos a = G(P), con 6 e REX], Como GN) = 

= u(G(6)) =0 e P;é o polinómio minimal de 2, sobre R/p, existe H € REX] 
tal que G=P,-H, logo G—P;¡: H tem seus coeficientes em p, e 
a =(6—P;- A) (6) + PG) - HiB)ep - S+ PAM) -S5. 

_Afirmamos que PP -....- PrSp-5S. De fato, uma vez que 

(A + 8). (AU + 8) < A + B- 3 para quaisquer ideais Y, B, Y' de $, 
temos que $Y' - e Prop: S-+y- 5, 0ndey= Pl)" +... - PAP. Como 

o polinómio P4 » .... P?— P tem seus coeficientes em p e P(f) = 0, temos 

que == .... Pr— PUBJEp - $; portanto PE. ...- Prop: Srouáeja, 

BT + .... VB € um múltiplo de p - S, Concluimos que P¡, ..., P, sio os 

únicos ideais primos de $ que estáo acima de p e que P,| p) <e; ¡U= 1,...,; 

portanto y elP;| y) - 7 (BH y) < » ej. OP;=0P=n. Da igualdade fun- 
1 i=1 

damental (12,3) resulta que nestas desigualdades valem £ as igualdades, o 
que completa a demonstracio de a. 1, 

No seguinte corolário, - aplicamos este teorema aos casos extremos 
da decomposigño:; 

(33. 2) COROLÁRIO. Com a hipótese e as notacóes de (13.1) temos que: 

a) p será totalmente decomposto em L se e somente se Pose fatorar em 

(R/p)C[X] em fatores lineares distintos E —(a;+p) (j=1,...,n); neste 

caso $» 5=P +... - B,, sendo P=p- 5+(8—a)- S U=L.. ..A) 

ideaís primos de 5, distintos. - 

b) p será totalmente inerte em L se'e somente se P for irredutivel em 
(R/p)[ X]; neste caso, p $ € um ideal primo de $. 

e) p será totalmente ramificado em L se e somente se P for uma poténcia 
n-ésima em (Rip) AX], isto é, P=(X- (a + pY" para algum a e R; neste 

caso p - S= PV, sendo B=p-S+(f-—a)-S8 um ideal primo de 5.
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* Diremos que.o ideal primo n20-nulo p de KR € ramificado em L quando 

existir um ideal primo $ de $ acima de p tal que e(P| p)> 1 ou que a 

extensdo. S/T de RK/p seja inseparável. A segunda. parte desta condigño 

poderá ser omitida quando R/p for um corpo perfeito, pois neste caso toda 
extensño algébrica de .R/p é separável. Isto ocorre, por exemplo, no caso 

em que R=1,, sendo L qualquer corpo de números algébricos. Note-se 

porém "que, em geral, a separabilidade da extensio L de K náo implica 
a da extensáo 5/P de R/p. 

Mostraremos a seguir que, para saber se p é ramificado ou náo em L, 

basta considerar o discriminante disc( Pr 1xk) 0U, equivalentemente, o ideal 

discriminante Ds ¡x. 

(3. 3) COROLÁRIO. Com a hipótese e as notagóes de (13.1), as seguintes 

condicóes so equivalentes: - 

-i) p é ramificado em L. 

(ii) O polinómio Pg x-€(RIP)[X] é inseparável. 

(iii) disc(?, rx) eE p. 

(iv) p divide Den. 

Demonstracío. Seja P= Por. (1) > (i1): Por (13. 1), Pp será ramificado em 

L se e somente se, na fatoracño ?= Po ' » Per, tivermos 

que e;>lou Pa for inseparável para algum jefl,...,? ". isto ocorrerá se 

e somente se P for inseparável. 
(ii) => (iii): Por $0, A), existe De Z[X,,..., Xu] tal que disc(P)= 

= D(a,...,a), onde P=X"+a X"1!+...+a,, portanto 

dise(P) = D(a, + p, ..., a, + p) = Día,,...a) + ». 
Concluimos que disc(P)ep se e somente se disc(B) =0, o que ocorrerá 

se e somente se P for inseparável, - 

(iii) => (iv) resulta do fato de bs IR ser o ideal principal de R gerado 

por disc, ¡x[1; 8, -. PB N= disc(P) (veja (4.9). 

Como já foi mencionado anteriormente, a | hipótese da existéncia de 

um ciemento $ tal que S= RIP] nem sempre € satisícita. Mostraremos 

a seguir que esta hipótese pode ser evitada, utilizando-se o método da 
localizacáo, Mais precisamente, escolhendo qualquer elemento primitivo 

y eS.da extensio 7] K, relacionaremos a decomposigdo de p em L coma 
fatoracio mod p » REX] do polinómio minimal Pair, Para quase todos os 

ideais primos náo-nulos p de R; de fato, basta excluir os p tais que
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disc(P, ¿)ep ou, equivalentemente, que p seja um divisor do ideal 
dise(P, |x) RR. 

(13.4) COROLÁRIO. Seja y eS tal que L= K(y), seja p um ideal primo 
nño-nulo de R tal que disc(P, ) É p e seja M= Rp. 

Entúo . - 

a) 1,7, ...,7"7* formam uma base do R,-módulo Sy 
b) p náo é ramificado em L; - 
c) a polinómió Por ElR/)[L] é separável. 
d) Sejam P., ..., P, polinámios mónicos em REX] rais que Po =P +... Ph 

seja a fatoragño de ., y em polinómios irredutíveis em (RIp)[X]; entño 
valem as afirmacíes a) e b) de (13.1), com e, = ...=0e,=l ey em lugar de f. 

Demonstracño. a) Temos que S,, = 1 (R,), por (11.5). Por (11.9), Ry, é um 
" dominio principal; logo SM, considerado como Ry-mó- 

dulo, possui uma base f,,,.., 3, por (54). Existem a;;E Ry tais que 

y => ay Br(E=1,...,7); logo disc(P;|y)= dise, ¡(1 y,...,9 )= A , 
= deta,” - dise, ¡x(P,, ...B,), por (4.3) e (4.1). Como disc(P, JeRp E 
E Rub - Ra € invertível em Ry, detfa, ;) também o €. De (4.9) concluimos 
que 1, y, ..., y"! é uma base do R,-módulo Sm Portanto podemos aplicar 
(13.1) e (13.3) a Ry, Su € y (em lugar de R, S e P). 

b) Usando (13.3), de disc(P, x) £ p - Ry concluimos que pr Ry nio é 
ramificado em L. De (12.4) resulta que.p náo é ramificado em L. 

€) De (13.3) resulta que ?, y mod p+ Ry é um polinómio separável 
em (Ruip - RX. Como R,/p - Ry, € canonicamente isomorío a Rp, 
por (11.8), podemos identificar (R,,/p R,)[X] com (R/)[X]. Logo 
P,¡x € um polinomio separável em (R/p)EX]. 

d) Observamos primeiramente que 9 - S,,nS = Y para qualquer ideal 
Y de $ que conté p - $. De fato, seja de Y - 8, NS, digamos ¿=a/m 
com ae U eme M; como p é um ideal maximal de KR, existem cepereR 
tais que 1 == c+ - m, logo temos que 5 =e - ó+r-m: dc. ó+r-zeA. 
De (13.1a) concluimos que p- Sy =0-..,- Q,, onde D;=p: Sy + 
+ PAY) Sa =(p - S+P (y) - 9) + Sa, Gj=1, ....7) sño os ideais primos de 
Sy distintos, acima de p - Ry. De (12.4) resulta que; = BL, Sy (=1,...,7) 
ep: 5=P,:...- $, sendo Bi,..., P, os ideais primos de $, distirrtos, 
acima de p, Por (11.2), temos que Ps QnS=(p- S+ Py): 5) - 5, n8= 
=p 8P (y) - S G=1,....r. Finalmente, de (13,1b) resulta que 5/0);= 
=(Ru/p - R1)(7;), sendo 7, uma raiz de P, e de (124) concluimos que 
SE = R/P)TE=1,...7. Dd
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Obviamente, o conjunto dos ideais primos p de R tais que disc(P, )ep 

depende da escolha do elemento primitivo y e 5. Para cada escolba-de y 

este conjunto $ finito, pois consiste de divisores do ideal dai¡x, O qual 

€ o ideal principal de RK gerado por disc(P, x)= discr ¡x(1, y, ..., y") 

tveja (4.10). Mostraremos que este conjunto contém todos os ideais primos 

nño-nulos de R que sño ramificados em L. De fato, como consegiiéncia 

de (13.4) obtemos o seguinte Corolário, cuja segunda parte pode ser con- 
siderada como generalizacño parcial de (13.3). 

(13.5) COROLÁRIO. Existe apenas um mimero finito de ideais primos p 

náo-nulos de R que sño ramificados em L. 
Cada y deste tipo divide dyy,y y, qualquer que seja y € S tal que L = K(y), 

e, portanto, divide também o máximo divisor 0; destes ideais, 

Note-se que by ¡y € 0 ideal de R gerado pelo conjunto dos discrimi- 

nantes disc(F. .|x) = discr ¡«(1,7 ...,7"7 1), onde y percorre $; ele é um 

múltiplo de, mas nem sempre é igual a, o ideal discriminante ds | x, como 
mostra o exemplo indicado no final do $5. Pode-se mostrar que dy = 

= Ds 1 + 7 para certo ideal a de KR (veja Lang [21], Chapter LI, 63). Men- 

cionamos ainda, também sem demonstracáo, que a afirmacño do Corolário 
(13.5) pode ser reforgada da seguinte,mancira: Os ideais primos náo-nulos 

ramificados em L sño exatamente os que dividem o-ideal discriminante 

Ds ¡2 (Veja Samuel [30], Chapter. Y, ou Zariski-Samuel.[38], Chapter Y, 
$11, onde o ideal discriminante De; € obtido a partir do “diferente” Ds, 

um certo ideal de $) 

Observamos ainda que, no caso em que L é um corpo de números 
algébricos e R =7, as consideragúes acima permitem algumas simplifica- 
des. Todo ideal primo náo-nulo p de 7 é gerado por um número primo p; 

portanto R/p = E,. Além disto, em (13.1), o ideal primo $, =p - S$+P/($) «5 

ocorrendo na fatoracño de p - S =p - 1, escreve-se como (p, P(f) - 1, isto 

é, € gerado por dois elementos, a saber p e P (5). Uma simplificado seme- 
Ihante pode ser feito em (13.4). 

Finalmente, consideramos de novo o caso de p ser totalmente ramifi- 
cado em L, que já foi tratado em (13.2c) sob a hipótese de que S = REA] 

para algum feS. É natural perguntar se esta hipótese pode ser evitada 
também neste caso, embora náo seja possivel aplicar o método usado 
em (13.4), uma vez que disc(P, x)e p para todo elemento primitivo y eS. 

O seguinte teorema, que generaliza o “criterio de Eisenstein”, fornece 

uma condicño suficiente para que p seja totalmente ramificado em L,
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(13.6) TEOREMA. Sejam p umideal primo de R e L= K(y), onde y E S é uma 
taiz de um polinómio P== X" + a,» XY"1+ ...+9,ER(X] 

tal que Q,,...,a,ep e a.ép?. - - - 
Entáo, P é irredutivel em K[X], n=[L:K], e pS = 9", onde 

BP=p-S+y-5énmideal primo de S; logo y é totalmente ramificado em L. 

Demonstracño. Sejam P.um ideal primo de $, acima de p,ece=eB|p). Por 
hipótese, temos que a, » R=p - b, ondeb¿umideal de R, nio 

divisivel por p; de (12.1) resulta que a, » S= T" - 8, onde B é um ideal de $, 
no divisivel por $. Obviamente y = — (a, - y! +..+aJep- SEP; 
logo y € B, e assim y" e Pre fa, - Y—1,...,a, ¿S(p- 5)- BCB! Como 
411 ndo divide a, - 8, temos que y" + ay + y"! + ...+a_ 1. 7= — a, EP 
logo y" € P**'; portanto n<e. Sendo P um múltiplo (em KPX]) do 
polinómio P, x, temos que [L:K] = OP, x SOP=n. De (12.3) resulta que, 
nas desigualdades [L: K] <n<e, valem as igualdades e que p . S =$". 
De P=p - Sep: S+y- 55 Pdecorre que Pp-S+y-8=" para al- 
gum medl,...,). Temos que m= 1, pois caso contrário teríamos que 
7EP; logo Y eP" <P, uma contradicño. 

Mostraremos ainda que a condicio indicada no teorema (13.6) núo 
€ somente suficiente mas também necessária para que p seja totalmen- 
te ramificado em L. Mais precisamente, veremos que a ramificagño total 
de p em L implica que L| K € gerada por uma raiz de um polinómio de 
Eisenstein, no caso em que p é o único ideal primo nño-nulo de R. No 
caso geral, convém usar.o método de localizacdo, isto €, de passar dos 
anéis R, $ a0s anéis de fracñes Ry, $7, onde M= RW. Tal passagem 
preserva a ramificacño total, como mostra a seguinte proposigdo, que é 
uma consegiiéncia imediata de (174) e. (8.17). 

(13,7) Sejam p um ideal primo núo-nulo' de R, totalmente ramificado em L, B 
o único ideal primo de S que está acima de p, e M = Rp, Encño: 

a) p- Ry é totalmente ramificado em L, sendo Y - Sy 0 único ideal 
primo de Sy que está acima de y - Ry. - 

b) Ry e Su súo dominios principais que possuem apenas um ideal primo 
nño-mulo, a saber, p » Ry e $ - Sy, respectivamente, 

O seguinte teorema pode ser considerado como o reciproco do teorema 
(13.6); ele será usado no $22 no estudo dos grupos de ramificacúo,
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(13.8) TEOREMA, Com as notagóes de (13.7), seja 7 um gerador do ideal 

$P- Sue, € seja n=[L: KI. Entáo: 

a)|L = K(x). 
b) 1,7, 2, ..., 7"! formam uma base do R,rmódulo Sy. 

e) Prix =X"+c,-17 XI +... +Co, onde Co, .--.C1-1 EP Ry, 

co É(p- Ry. ; " - 

Demonstracúo. Por (13.7b) e (8.8), todo ideal fracionario nño-nulo de R, 

(respectivamente de Sn) escreve-se como poténcia (p » Ry 

(respectivamente ($ - 54) = 7" - 5,) para algum k eZ univocamente de- 

terminado, Em particular, para qualquer a € KY0) definimos va pela 

igualdade a- Ru = LA Ry)”; além-disto, seja v0= 00. Quaisquer que 

sejamijefo,.. D.ixieab E KVO), temos que 7 + va+i£n - vb+j; 

de fato, caso contrário teríamos que | F— j| =n + | ub — va), em contradicño 
cont O<|i—jl <ah, Mais geralmente, sejam- 99, ..., 0. € K, nem todos 

iguais a zero, e seja m=minfn- 00 +i|0O <i<m—1), digamos 

M=n va, + lo pare um certo. io e(0,...,7— 1); entño m<n-va,+i 

pr todo ¡ef0,....io— 1, ie +1. AL). Como p- Sy = ($ - 5)" = 

". Sy por (13. 7) temos que ay: 7: Sy = "Hi. SAT. 
paralodo ¡e (0, ... lo — Lio +1....,7— tal que ar 0, e ay o. Sy 

"nd 

=7"": Sy. Escrevendo 0= Y, a;- 7, concluimos que cen". Sy"! Say; 
- i=0 

logo a - Sy, =7""- Sy €, em particular, a 7 0. - 

"—1 

- a) Do fato de (ao, .-.. au-1) > (0, .... 0) implicar que Y a;- 7 £0, 
- To pa =b . . 

concluimos que 1,7, ...,7"-! sño linearmente independentes sobre K e, 

como [L:K]=n, formam uma base de L|K; portanto L= K(r). 

- n= 

b) Obviamente, Y Ra: 78. Para obter a igualdade, basta pro- 
“=D 

. . n—-l -. 

var que, se Qp,.... O € K sio tais que 2» a; - 7 E Su VO), entáo 

do,.- 00 1 6 Ry. Pelo que foi demonstrado acima, o ideal de Su gerado por 

a 7 é da forma 7” * 5,4, sendo m = minfn» va, +i]0<i<n—1). 
i=0 — - 

i o 
- Se de Sy, entáo.m.> 0;-logo. va;> ——> —1 e assim va, 0, a;E Ry, 

, - ñ 

para todo ¿e(0,...,n— 1)
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€) Seja Puik= X"+cn-4+ X"1+... +60, COM Co,..., Cy 1 € K, Como 
n—1 . l A=— Y e: 7, temos que min(ris ve, + i/0O <i<n— 1) =n; logo: 
o. . . 

n-ve;>n—i>0 e assim ve, > 9, c;Ep - Ry, para todo Tef0,...n— 1. 
Como + ve;+i>n para | <i<n-— 1, temos que na veo =R, logo veo =1 
€ assim co É (Pp - Ry)”. E 

Mencionemos ainda que, sob a hipótese do teorema (13.8) €, mais 
geralmente, no caso em que existe apenas um ideal primo $P de S que está 
acima de p, o anel de fracóes $, coincide com a localizacio de $ em relacio 
a, isto €, com o anel de fracóes Sy onde N == SP. De fato, temos que 
M=RWEN=IBPCSIP: Sy = U(S,) e, portanto, 

Su S En E Ene) E Gadvis.a = Svr- 

EXERCÍCIOS . 

13.1.-Seja E Q,/ - 5) (respectivamente = /5)). , 
- a) Para pe(2,3,5, 7), determine a fatoragño - de p: 1, em ideais 

primos de 1, através da fatoracio mod p do polinómio minimal 
. , 1 5 Pia, onde A=./—5 [respectivamente + 7, 

2 
b) Em lugar de $; utilize outros elementos primitivos y € de L 

com a mesma finalidade, 

13.2. Seja L qualquer corpo de números algébricos, Para todo número 
primo p indique um elemento Yel, tal que 1.= Cy) e p divida 
disc(P, x). — 

13.3. Seja L= QC), sendo £ uma raiz primitiva p-ésima da unidade, para 
algum número primo p 3£ 2, Utilizando o teorema (13,6), prove que 
Pol. =P"! sendo Y o ideal primo de. 1, gerado por (1. 

13.4, Seja L = Q(0), sendo « uma raiz do polinómio X* — X — 1. Usando 
o Exercicio 4.5, prove que: - - 
8) 2-1, € 3: 1, sio ideais primos de Teo. 
8) Bi=5-7.+(4—2)- 1=(0—2)- 1. € Py=5- 1,+(4242043) 1, 

sao os ideais primos de /, que estño acima de 5. Z, € temos que 
(B|5-2)=4B15-2=/615-2)=1, /(B,|5-7)=2.
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13,5. 

13.6. 

13,7. 

13.8. 
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e) P=23"1,+1a—10)- 1, € Py=23- 1,+(0—3)- 1 =(2-3)- LL 
sio os ideais primos de J, que estáo acima de 23 - Z, e temos que 

e(B|23 - 7)=2, ld P2|23 : 7)=7 091123 - 7)=/ (8,123 - 7)=1. 
d) 23 - 7 é o único ideal primo de Z que € ramificado em 17. (Veja 

Ribenboim [28], Chapter 13 (2). 

Seja L= o), sendo a uma raiz do polinómio X*—3- YX +95. 
Usando o Exercicio 44., prove que: . - 

a) Para todo número primo pd 43,7, 1h o ideal primo p- 7 nño 
é ramificado em I. - 

b) 2-1, é um ideal primo de 1, e 10. Tr]2- 7)=3. 
e) 17: 1, =$, - Y; onde B,, B, sio ideais primos de 1, tais que 

TOD [17- Z)=1,  (B,|17- Z)=2. (Veja Ribenboim [28], Chap- 

ter 13 (2) y 

Seja y uma raiz do polinomio X"—ceZ[X] e seja p um número 

primo tal que p|c mas p* y c. Prove que p - Z € totalmente ramifi- . 

cado em Uy). — 

(Note-se que podem existir outros primos que sio totalmente ramifi- 

cados em L; veja Ribenboim [28], Chapter 13, (5), 

Seja K = Ko), onde K, € um corpo imperfeito de característica p e 

y transcendente sobre Ko; seja L = Ka), onde « é uma-raiz do poli- 

nómio P = X? —y - X + para algum c e XKNKb; e sejam R == Ko[y] 

e S= Lo(R). Prove que: 

a) P € irredutível em KPX1. 
b) y » R € totalmente inerte em L (isto é, y » 5 € um ideal primo de 5). 

c)y.Ré ramificado em L, 

Generalize o Corolário (13.4) para o caso de um elemento y EeScum- 
- ideal primo nño-nulo p de R tais que 1, y, ..., 7"? formem uma base 

do R,-módulo Sa, onde M= Rp.



CAPÍTULO Y 

DECOMPOSICAO EM CORPOS 
CICLOTÓMICOS E QUADRÁTICOS 

A decomposicio de números primos p em L, ou seja, a fatoracño 
de p - 1, em ideais primos de 1, será estudada, neste capítulo, para.dois 
tipos de corpos de números algébricos, a saber, para corpos ciclotómi- 

cos e corpos quadráticos. O objetivo principal é indicar, para cada L, 
um número m > I com as seguintes propriedades: Os números primos p 

que dividem m sio exatamente os que so ramificados em L, enquanto 
que, para todo p que nío divide m, o tipo de decomposicio de p em L 

depende apenas da classe p+m- Ze U(Z/m- Z). 

Para corpos ciciotámicos, esta “lei de decomposigño” será demons- 

trada diretamente, no $14. Para corpos quadráticos L= UY, prova- 

remos primeiramente, no $15, um resultado devido a Kummer, que re- 

laciona o tipo de decomposicio de p em L com a classe d mod p (respec- 

tivamente d mod 8), para p impar (respectivamente p= 2). Para poder 

passar ás classes p mod m, onde m será o discriminante d, (=4- d ou =d, 

conforme o caso), precisaremos da lei de reciprocidade quadrática, a ser 
demonstrada no $16. 

Para simplificar a notacio, escreveremos a($) (respectivamente / (18) 
em lugar de e( B| y) (respectivamente 7 ($) p)), e nas expressdes “P acima 
de p «7 e “p- 7 ramificado (respectivamente decomposto, respectiva- 

mente inerte) em L” substituiremos p-Z por p. 

814. Decomposicáo em corpos ciclotómicos 

Sejam L,= O(,) o m-ésimo corpo, e D, == Pri O M-ésimo poli 
nómico ciclotómico, sendo £,, uma raiz primitiva m-ésima da unidade, e 
seja I = Ir,,0 anel dos inteiros algébricos de L,,. O objetivo deste parágrafo 
€ determinar os números primos p que sáo ramificados em L,, e determinar, 
para cada p náo-ramificado em L,, a sua decomposicño em L,,. 

Consideremos primeiramente a decomposigio de 2 em L, e, para 

cada número primo p impar, a decomposicño de p em Lo.
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(14.1) TEOREMA. Sejam p um número primo impar (respectivamente p = 2) 
€ M=p (respectivamente m = 4). Entño, p é totalmente 

ramificado em Lo, a saber, p- 1,= BP", sendo P=(1— 1.) L0 único 
ideal primo de In que está acima de p. - 

Demonstracño. Escreveremos L, I, € em lugar de L,,, Ly, Ly. 

a) Seja p =2; entáo L= Qi), e I= Z[i] € fatorial por (2.5) e. 6), Como 
1— ¡E irredutivel em / e 2==i.- (1-3, por (29), temos que 2» 1= 8", 

—- sendo P=(1 —i)- I o único ideal primo de 7, acima de 2. 
b) Seja y impar; entáo p - I=((1— €: I?1, por (3.11). Soja w .... PE 

a fatoracño de (1 —£) - f em.1 entáo p- 1=$Pp-0-D...,.sphe- 6-1), 

e de (9,8) (ou (12.3): resulta|qué p—-1=[L: e = > k;- (P-—1)- S(B); 

logo s=1ek,=1; portanto d- 9 I=Byeo único ideal primo de 7, 
acima de p. [] 

Uma outra demonstracio no caso p=.2, usando o Teorema: ds. 6), 
6 sugerida no Exercicio 133. 

A seguir, consideraremos o nm-ésimo corpo ciclotómico La para qual 
quer m> 1, Sem perda de generalidade podemos supor que 24m ou 
4|m, pois se m for impar entio L,,= L. - 

Denotaremos por x, o homomorfismo canónico de Z[X] sobre F,[X]. 

(14.2) TEOREMA, Seja m> 1 impar ou divisivel por 4. Para todo núme- 
ro primo p, as seguintes condicdes sño equivalentes: 

() p é ramificado em L,,. 
(ii) p divide disc(ó,). 

(I) O polinómio KO, EF, [X] é inseparável. 
(iy) p divide m. 

Neste caso, temos que el Y) > 1 para todo ideal primo SB de h m que está acima 
de p. 

Demonstracto. 6 => (li) resulta de (13.4). 

(1) — (ii): Yeja a prova da equivalencia (ii) <> A em (13.3). 
(ii) = (iv): Se p /m entáo o polinómio ep(X” — 1) será separável, 

pois cle e sua derivada, x(m - Y"), sio'primos entre si, Como Q,, divide 

X"— lem Z[X], o polinómio » K,D,, divide x A — 1) em F LX] e, por- 
- tanto, € separável.
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(iv) > (i): Seja L'=L, (respectivamente = 14) no caso em que-p € 

impar (respectivamente p= 2); entio L'< L,. De (14.1) resuita que 

p-=1= y", onde pé o único ideal primo de r= de que está acima de per>2, 

Para todo ideal primo $ dé 1, acima de p, temos que Bar= p, logo 

p-1.=B. Concluimos que p + I, =p" - I,=(p - y <P": logo $P divi 
de p: Í., ou seja, e(P)>r>=2..07. 

Mantendo a hipótese de que 2 4 m ou 4|m, concluimos deste teo- 

rema que 05. números primos p náo-ramificados em L,, sño- exatamente 

os que nño dividem m. (Note que se m for impar entáo 2 nño será rami- 

ficado em L,,=-La,). Para estes números primos p mostraremos a seguir 

que o tipo da sua decomposigño em L,, depende somente da classe p mod m. 

(14.3) TEOREMA, Sejam m> 1, p um húmero primo que núo divide m, 

e Pi,..., B, os ¡deaís primos de L,,, distintos, acima 

de p. Entáo temos que el $) =1, F(BI=f G=1,...e P=07, onde f 

é a ordem de p+m- Z no grupo U(Z/m - Z. 

Demonstragño. Escreveremos L, 7, € em lugar de L,, 1, C.. De ((4.2) 

resulta que e($P,)=...=e(P,)=1. Seja PePi,.... B,), 
€ seja 4 0 hemomorfismo canónico de / sobre 1/%. Como 1,£,...,("—! 

sio as raízes de Y" — 1, os elementos AL, AL, ..., ALI sño as rdízes de 

K,(X”— 1); elas sño distintas duas a duas, uma vez que x,(X” — 1) e sua 

derivada ,(m - X”-1) sio primos entre si, “Obviamente, elas formam um 

subgrupo, de ordem m, do grupo multipicativo do corpo 1/$; logo m 

divide NP — 1. Sendo [>= f(B), temos que NB =P” por (9.4); logo 
pl modm, e assim Y < /'. 

Para provar que f< f, basta mostrar que todo Zel/% € uma das 
(no máximo p”) raízes do polinómio X”— X eF,[X]. 

Recordemos primeiro que disc(tb,,) = disc, g(l, 6, :.., $ )=kt di, 
sendo ko indice de E. Por (14.2) temos que p y disco), logo p£ky e assim 
xr É T Por (5.8), a possui um representante a no subanel z de 7, digamos 

a= y a;* 7, com do -- a,EZ. Temos que a?—aep- Z='B, para todo o 

aeZ, e (5+y?—(P+yep» IES, para -quaisquer B, ye; de =1 
mod m decorre (” —£; portánto temos que 

5 "= Y (a;- or y ay l= a mod $, 
1=0 j=0
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ou seja, d = la é uma das raízes do polinómio X” — X e F LX]. Con- 
cluimos que f(P)=... = ($) = É e de (11.8) on (12.3) resulta que 
em) = [L:0]=r- £. 1 

A afirmagño deste teorema, juntamente com uma parte de (14.2), 
pode ser reformulada da seguinte maneira: 

(14. 4) COROLÁRIO, Os mimeros primos p que, sob o homomorfismo ca- 
nónico de 7 sobre Zim» Z, súo levados em U(Z|m - 7, 

sáo exatamente os que núo sño ramificados -em Li,. 
O tipo de decomposicño p em La, depende apenas da classe p+m - 7; 

de Jato, a ordem f= o(p-+m - 7) é igúal a ($), para qualquer um dos PU) el) 
ideais primos P de 1,, que estáo acima de p. f 

Os ideais primos de /,; que estáo acima de p podem ser indicados 
explicitamente, através da fatoragio mod p do m-ésimo polínómio cicio- 
tómico (veja Exercicio 3. 6). De fato, se pam entño p [disc d,, por (14.2); 
portanto obtemos de (13.4) o seguinte:: 

(14.5) COROLÁRIO. Supondo que pYm, sejam Pí,..., P, polinómios mó- 

nicos em Z[X] tais que Kñ;n=KyPy-....K,P, 
seja a fatoragño de $, em polinómios irredutiveis em F.[X Entño temos que 

a) p - I=B +... - B,, onde B;= 0, PXl1) G=1,..., 7) sño os ideais 
primos de 1, distintos, acima de p; 

b) TT para alguma raiz Y, de K,P¡ G=1,...,7). 

. Discutiremos ainda a questño de saber quais sio os tipos de decom- 
posicño em L,, que realmente ocorrem. Para isto, observamos primeira- , 
mente que existirá em U(Z/m Z) um elemento de ordem f see somente 
se f for um divisor de m= MMC ola)| a e ÚIZim - Z) (veja Exercício 

32.0), Noté-se que M divide p(r), e que Mi =- p(m) se e somente se VIZ/m- Z) 
for cíclico, o que ocorrerá se e somente se m for uma poténcia de um nú- 
mero primo impar ou m=4 (excluindo novamente o caso em que m=2 
mod 4 Veja Ribenboinr (281; Chapter 3). Utilizando, sem demanstracio, , 
9 Teorema de Dirichlet sobre progressdes aritméticas que afirma que em 
cada classe a+m- Ze V(Z/m- 7) existe uma infinidade de números pri- 
mos (Borevioh-Shafarcvich [6], Chapter 5, Section » obtemos as seguintes _ 
afirmagóes:
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.(14.6) COROLARIO. Existirá um múmero primo que se decompóe em Lo, 
em) - 

r 
em ideais primos distintos se, e somente se, r 

Jor um divisor de ñ. Neste caso, existirá uma infinidade de números primos 
deste tipo. . - 

(14.7 COROLÁRIO. a) Existe uma infinidade de números primos que so 
totalmente decompostos em L,,. 

b) Supondo que 2 Y m 0u 4|m, existirá um número primo que é to- 
talmente inerte em Ln St, e somente se, m for uma poténcia de um número 
primo Ímpar ou m= 4; neste caso, existirá uma infinidade de números pri- 
mos deste tipo. - " - - 

Por exemplo, em U(Z/7- 7), as classes mod 7 dos números primos 
2, 3, 11, 13,29 tém ordem 3, 6, 3,2, 1, respectivamente, Portanto, 3 é to: 
talmente inerte e 29 é totalmente decomposto em La, enquanto que 2 
e 11 se decompóem em dois, e 13 se decompñe em trés ideais primos dis- 
tintos. O único número primo que é ramificado em L, € 7, a saber, 
7-1,=P5 com B=(1-£) Em U(Z/28- Z), as classes mod 28 dos nú- 
meros primos 3, 11, 13, 29 tém ordem 6, 6,2, 1, respectivamente; portan- 
to 29 é totalmente decomposto em Log, enquanto que 3 e 11 se decom- 
póem em dois, e 13 se decompúe em seis ideais primos distintos. Náo 
existe nenhum número primo totalmente inerte em Log, e 2e 7 sio os 
únicos ramificados em Lag. | 

EXERCÍCIOS 

14.1. Seja L== Qi). Prove que Y =(1— 1) - 7. € um ideal primo de 1, e 
2-1,=$*, usando a igualdade fundamental (em lugar do fato 
de 1; ser fatorial, o que foi usado na demonstracño de (14.1). 

14.2. Dé uma prova simplificada do' Teorema (14.3), usando (13.4) c o 
_- Exercicio 3,6, - 

14.3. Determine a ordem de cada classe 9 € U(Z/10 - 7) e indique um nú- 
mero primo p tal que p+10. Z=(0, - 

14.4. a) Prove que MMC( (90€ U(Z/100 : Z),—20, e para cada de (1,2, 
4, 5, 10, 20), procure wn número primo Ptal que olp,+ 100 - Z)= d. .
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b) Seja 1 = ZF(]. Prove que 7- 7, (100+ 9. r e d0— 78 - I' sio 

ideais primos de /' que se decompdem em Lio, em dez, vinte, 
€ dez ideais primos distintos, respectivamente. - 

14.5. a) Indique dois números primos p,, p; tais que, para todo número 
primo p, existam mais do que um ideal primo de [,, ,,, acima de p: 

b) Quaisquer que sejam os números primos p;,P,,P;, distintos 
dois a dois, prove que para todo número primo p existem mais 
do que um ideal primo de Dor. p: y; acima de p. 

815. Decomposicáo em corpos quadráticos 

Seja L= MY um corpo quadrático, onde d'é um número inteiro 
livre de quadrados (isto é, de 2 na notacáo do 52). Estudaremos neste 
parágrafo a decomposicño em L de cada número primo p. 

Recordamos que p será ramificado em L se e somente se for um divisor 

do discriminante di (veja (13.3) e que dr =4-d (respectivamente = dl) 
quando d=2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4; além disto, 
di = dise; ¡o(!, p= disc(P¡ 10) avando 1, B formarem uma base integral de L 

(veja $9). 

Consideramos, em particular, a base distinguida 1, ó de L, onde 

ó= S/T Pajo= ? —d o caso em que d= 2 0u 3 mod 4, es=11 9 

d=-1 
Paja =X"-—X— no caso em que d=1 mod 4 (veja (2.3)). Para 

todo número primo p, denotaníos por K, o homomorfismo' canónico de 
Z[X] sobre ELA. 

(15. D TEOREMA. Seja . P=Ps,q. Para todo número primo p, as seguin- 

- tes condicóes sño equivalentes: 

(1) p é ramificado em L. 

(ii) O polinómio x,PeF[X] é inseparável. 
(iii) p-é-um divisor do discriminante d,. — 

(iv) p satisfaz uma das seguintes condigdes: 

a) p=2 ed=3 mod4, au b) p divide d. 

--Neste caso temos que p: =P e f(B)=L-onde PB é o único ideal primo 

-de TI; que esiá acima de p;calém disto, -
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K,P =(X — kl e P= (4,8 — 1) quando p=2 e d=3 mod4; 
K,P= X?:e P=(p, 8) quendo pided=2 0u 3modá; 

d—-12 d—1 — K,P=| XK, =>) e $= po quando p|d e d=1 mod 4. 

Demonstracño. A equivaléncia das condigdes (1), (ii) e (iii) resulta de (13.3). 
A equivaléncia entre (sii) e (iv) resulta de que di =4-d 

(respectivamente = 4) no caso em que d=72 0u 3 (respectivamente = 1) 
mod 4. 

Se d=3 mod 4, entáo obviamente X?— Kyd =(X —k1Y. Se p di- 
vidir de 4=2 011 3 mod 4, entáo X?* —w,d= X?, No caso em que 4=1 
mod 4, temos que P= X*— X —k, sendo kEZ 181 que d=1 +4k. Se p 
dividir d, entáo 4k=-—1 modp e 4k=—k modp:; logo 

_ 2 
K,P= Xx? + KA) + X + ry(44?) = (X — 1121) = (7 — Kp E 3 ) - 

O resto resulta de (13.1). [] 

Concluimos deste teorema que os números primos náo-ramificados 
em L sio os números primos impares que nio dividem d, bem como o 
número 2 no caso em que 4=1- mod 4. A seguir discutiremos a questio 
de saber quais desses números primos sño decompostos e quais sño iner- 
tes em L. 

Sejam p um número primo impar e c eZ, nño divisivel por p. Diremos 
que p € um resto quadrático mod p se existir um a eZ tal que c = a? mod D 
isto é, se a classe cr +p- Ze F* for um quadrado em Fs caso contrário, e 
é chamado um náo-resto quadrático mod p, Recordamos que F* é um 
grupo cíclico, de ordem p — 1, e que os quadrados em FR formam o único 

subgrupo de F de ordem 1. 

(5. 2) TEOREMA. Seja P= Paja: Para todo número primo Pa as seguin- 
tes condicóes sño equivalentes: 

(1) p é decomposto em L.... -—. > 
(1) O polinómio x,PeF,[X] é separável e redutível, 

(di) p satisfaz uma das seguintes condicóes: 

a) p=2ed=1 mod83,.0u 
b) p é impar e d é resto quadrático mod p.



124 Teoria dos Números Algébricos 

Neste caso temos que p-1,=$- BP e fB=/($9)=1, onde Ve Y" 

sáo os únicos ídeais primos de 1, que estáo acima de p; além disto, 

K,P =X-(X — ki) e $ = (7,6), B = (7,6 —1) quando p=2, d=1 
"mod 8; 

K,P = (X — 1,0)» (X + ka) e $P=(),0 —a, P =(p,6 + a) quando p 
for impar e 4=2 ot 3 mod 4, sendo aeZ tal que d=a" mod p; 

KyP == (X — Kk,9)- (X — (1 — 9) e P= (6 — 9, P=(6-1+9) 
quando p for impar e d=1 mod 4, sendo g eZ tal que d= (29 + 1? 
mod p. 

Demonsiracño. (1) <= (ii) resulta de (13.1). 

(ii) > (iii): Existem a,beZ tais que x,P=(X —r,a)- (X—rb) e 

a + b mod p. De (15.1) resulta que p nño divide d e que d =2 0u 3 mod4 
implica p 52. No caso em que d=2-0u 3 mod4, temos que a-+b=0 

mod p e a?=-a-b=d modp; logo d é um resto quadrático modo. 

No caso em que d=l mod 4, temos que a+b=1 modp e 

ad-_-7 os —a-b= 

d—1 

modp. Para p=2 temos que a? = a mod2, 

logo =0 mod 2, e assim d=l mod 8. Se p£%2, entño (2a—1)*= 

=4: (47—a)+1=d mod p, logo d é um resto quadrático mod p. 

d— 

4 

mod 2, logo x,P=X-(X— xl). Suponhamos que 'p seja impar e 

d = a mod p para algum a eZ. No caso em que d= 2.01 3 mod 4, temos 

que x,P = (X — x,0) - (X + ka), e x,a * — 1c,a pois 2a $ 0 mod p..No caso 

em que d=1 mod 4, temos que P =X?- X —Kk, sendo keZ tal que 
d=1+4k. Seja geZ7 tal que 29 =a+1 mod p; entáo 4 =a" =(29-1) 

mod p, logo dk=a?-i= 49 - (9— 1) modp e assim —k=g- (1-9) 

-.mod p e. x,P=(X — x,9): (X —K(1-9)).-. Além _disto, temos que 

Ky9 E K(1— 9), pois 2: 9— L=a:0 modp. Em todos os casos, ¡,P é 

separavel e redutível em F,[ X], O resto resulta de (13.1). C 

(iii) > (i): Suponhamos que p=2 e d=1 mod8. Entáo 1 =0 

Do fato de que os números primos inertes em L sño exatamente os 

que náo sío nem ramificados nem decompostos em L resulta imediata- 
mente o seguinte:
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(15.3) COROLARIO. Seja P= Pulg. Para todo número primo p, as se- 
guintes condicúes sño equivalentes: 

(pé inerte em L. 
(1) O polinómio xP é irredutivel em F,X]. 

(ili) p satisfaz uma “das seguintes condicóes: 
aypP=2ed=5 mod 8, ou 
b) p é impar e d é nño-resto quadrático mod. p, 

Neste caso, p- 1; é um ideal primo de 1, e f(p-1,)=2. 

Observamos ainda que o fato das condicóes (iv) de (15.1), (iii) de (15.2) e (ii) de (15.3) determinarem o tipo de decomposicño de p em L= Ad pode ser provado sem usar 9 teorema de Kummer (13.1) (veja Exercício 15,6. ou Samuel [30], 85.4). 

Note-se que € fácil verificar, para cada número primo p, qual des- sas condicñes é satisfeita. De fato, para p=2 basta verificar se 4—1 6 divisíivel ou náo por 4 ou por 8, e para p +2 basta verificar se p divide ou náo um dos números d — 4, onde q percorre um sisiema de represen- tantes dos quadrados em F?. Por exemplo, no caso em que d= — 15,0 nú- mero 2 é decomposto em L= M7 -— 15), pois 8 divide d — 1= — 16; os únicos números primos ramificados em L sio os que dividem — 15, a saber, 3 e 5: 9 número 7 é inerte em L, pois 7 náo divide nem d — 1 = — 16, hem d—2=-17, nem d—4= —19, sendo 1, 2, 4 um sistema de repre- sentantes dos quadrados em F: o número 17 6 decomposto em L pois 17 divide d-2= 17 e 2=6 mod17. 

Este método, que permite determinar o tipo de decomposicio em L de cada número primo p, embora sendo fácil, se torna trabalhoso quan- do usado para números primos grandes, Ele pode ser substituido por um método mais prático que usa a “lei de teciprocidade quadrática”, de- vida a Legendre e Gauss, a ser demonstrada no seguinte parágrafo. A maior importáncia desta lei, porém, consiste em permitir provar a “lei de decomposicdo”, que afirma que o tipo de decomposicio de p em L= W/7) depende apenas da classe de p modm para certo mEN (a saber, para m=| d, |). Note-se que isto já foi demonstrado em (29) no caso especial em que 4=—1e que uma lei de decomposicño deste tipo vale também para corpos ciclotómicos, como foi provado em $14.
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EXERCÍCIOS 

15.1. a) Determine a decomposigño dos números primos 2, 3, 5, 7,11 el3 

em MY/15) e em WM/—15). 
b) Determine a decomposicio do número primo 2 em Q/d) para 

todo de 2 tal que —6<d <6 (veja o frontispicio deste livro). 

15.2. Seja L= /—3). Indique os ideais primos de /, que estío acima 

de 2 0u 3 e compare-os com os indicados no Exercicio 9.7. 

15.3. Seja k>=1. Um número impar ceZ será chamado resto quadráti- 

co mod 2* quando c= a? mod 2* para algum a E 7. Prove, para qual- 
quer cez impar, que 

a) c € resto quadrático mod 2.” 
b) e será resto quadrático mod4 se e somente se c=1 mod4. 

e) c será resto quadrático mod 8 se e somente se c= 1 mod 8; nes- 

“te caso, e é resto quadrático mod ?* para todo K>1. 

Prove uma afirmagio semelbante em relacio a restos quadráticos 
módulo as poténcias de un número primo impar (veja Ribenboim 

128], Chapter 4). 

154, Seja L= U/d), onde de, d impar. Prove que: 

a) 2 será ramificado em L se e somente se « núo for resto quadrá- 

tico mod4. 

b) 2 será inerte em L se e somente se d for resto quadrático mod4 

mas náo mod8. 

e) 2 será decomposto em L se e somente se d for resto quadrático 

mod 8. 

15.5, Sejam L= úl (/d), com de 2 e d=1 mod4, e p um número primo 

-- impar Prove- que: 

5 Para todo fe, existe um ?' 2/0) sa tal que $ — uu ep! 

)p- 2/0 =p-LnZi/di. 
o) 2[/di/p: 7/0 É canonicamente isomorfo a L/p- Ir. 

15.6. Sejam L= 0/9), com deB, e p um número primo; suponhamos 

que se 4d=1 mod4 entio PAZ Prove que: 

llp- IL6e isomorfo a F,[X]/(X? — rd) (utilize os Exercícios 15.5, 

e 1.6.) - | 

b) p será ramificado em L sec somente sé 1./p + 1, possuir um ele- 

mento nilpotente v (isto é, v 0 mas yY*=0 para algum £ EN).
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€) p será inerte (respectivamente decomposto) em L se e somente 
se 1,/p- 1, for um corpo (respectivamente isomorio 20 produto 
cartesiano de dois corpos), . 

d) Utilize a), b) e ce) para provar parte de (15.1), (15.2) e (15,3), sem 
usar o teorema de Kummer (13.1). 

816. Reciprocidade quadrática 

Vimos no $15 que, para qualquer corpo quadrático L= Q/n 
(onde de), o tipo de decomposigio de cada número primo p em L de- 
pende apenas da classe de d mod Pp (respectivamente mod 8, no caso em 
que p==2). Este resultado ainda nño é satisfatório, uma vez que ndo for- 
nece uma descricño simples do conjunto dos números primos ¡quei sio 
decompostos (respectivamente inertes) em L. Tal descricio será dada pela 
“lei de decomposicño” a ser demonstrada neste parágrafo, a qual afirma 
que o tipo de decomposicio de p depende apenas da classe de p módulo 
o valor absoluto do discriminante dí. 

Á prova desta “lei de decomposicño” é baseada na “lei de recipro- 
cidade quadrática” que, para quaísquer números primos impares p e q, 
relaciona a propriedade de p ser resto quadrático mod y com a proprie- 
dade de q ser resto quadrático” mod DP. Tal relacionamento formula-se 
convenientemente por meio do “simbolo de Legendre”. Das várias pro- 
vas existentes apresentaremos uma prova elementar da lei de reciproci- 
dade quadrática, estendida, por conveniéncia, a0 simbolo de Jacobi, que 
é uma generalizacio do simbolo de Legendre e é Útil na prova da lei de 
decomposicio. Uma prova mais clegante da lei de reciprocidade quadrá- 
tica, usando “somas de Gauss”, será esbogada no Exercicio 16.14, 

Dados um número primo impar pe qualquer ceZ; nio divisivel 
por p, definese o simbolo de Legendre como 

a _ 1 quando c € resto quadrático mod p 
DP 1-1 quando c é nño-resto quadrático med p. 

Ele pode ser calculado através do seguinte “critério de Euler”: 

(16.1) Seja p um número primo impar e seja ceZ núo divisivel por p, 

Entño 5) = e-1” modo, 
P .
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Demomirarto. O grupo multiplicativo Ff do corpo F, é cíclico de ordem 

— 1, por (3.1). Seja w-+p +» Z, com we Z, um gerador de FS; 

entáo o único subgrupo de FS de ordem 2 € gerado por—1+p- Z= wP-1N2 4 

+p- 7. Existeje (0, 1,...,p—2! tal que c=w mod p. Obviamente c será 

resto quadrático mod p se e somente se j for par; portanto (> (— 1y.. 
Pp 

Resulta que 5) = wi: 1-12 = ¿r-102 modp. [LJ 
P 

Aplicando este critério ao número c= — 1, vemos que — 1 será res- 

to quadrático mod p se e somente se p= | mod 4. Por (15,2), isto ocorrerá 

se € somente se p for decomposto no corpo dos números de Gauss CI), 

um resultado que já foi obtido em (29). Mais geralmente, este critério 

pode ser aplicado a qualquer ce náo divisivel por p, para decidir se c 

é resto quadrático mod p ou nño; mas o cálculo de 717 tornar-sc 
trabalhoso quando p for grande. Por exemplo, temos que 

== —3375=(-482)-7-1= —-1 mod7e 

7 >= — 15) == 2.562.890.625 = 
17 

= 150.758.272 . 17 +1 =1 mod17; 

portanto —15 é resto (respectivamente náo-resto) quadrático mod 17 

(respectivamente 7), o que, aliás, já foi visto de uma maneira mais di- 

reta no final do $15. 

Para definir o simbolo de Jacobi, convém introduzir a segninte no- 

cio. Dado um número impar positivo m, diremos que os elementos 

Sy... 5n— 1/2 EZ formam um semi-sistema-modm quando s¡,....S(m- > 

0, -S1,.... — Son— 1/2 formarem um sistema de representantes de Z/m- 7, 

ou seja, quando todo ade Z for cóngruo mod m a exatamente um destes 

elementos, 

(16.2) Sejam mE N impar, CE Z tal que MDCI(m, €) = 1, e suponhamos que 

515.01 50m 1/2 formem um semi-sistema mod m. Entdo, 

a) existem números S(,...,0m- 12 611, —1] e uma permutacño 7 de 

m—l . . . _ 
1 3 univocamente determinados, tais que C€-+5;5 5,5" Ó, 

mod m ( = Le, — , 
" 2
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m=L 
. 5) o produto — |] 8; independe da escolha do semi-sistema, j=i- 

Demonstracño. a) Como c+mZe UZ/m- Z), existem uma aplicacño 
m— 

7 de Ln ce. 5 (em simesmo ed... Om 12€ (1, —1) 

tais que e + 5;=5,;- ¡mod m (- 1 A Sejam Mee 1 

tais que nj=ak; entáo c- 37 ÓN = 5, bj ÓL =Sax" d+ 0,=€ 818, 
mod m; lago s; - 0, = sy - 4, mod m, e assim 5; Sy. Resulta que 7 € injetiva 
€, portanto, uma permutacio. 

db) Seja f,..., fm 1/7 UM oLtro semi-sistema mod m; sem perda de 
generalidade podemos supor que L;=5;- 1, modm, onde re (1, —1 

: m—l - 
(=1..—) Entáo ENE Sy 8, dj Th E; MOdm, 

com £;= tj! - 8; T,Ef1, —1) - NT: logo 

(m1— 112 tm— 1372 

E= [9 0 
j=l =l 

O produto indicado no item b) de (l 6.2) € denotado por (7) e cha- 
- m 

mado o símbolo de Jacobi; obviamente (7) =1 quando m=1 on e=1, m 
A coincidéncia desta notagño com a do simbolo de Legendre, no caso 
em que m 6 um número primo impar, é justificada pelo seguinte: 

(16.3) TEOREMA, Para qualquer número primo impar p e qualquer c eZ 

que nño € divisivel por p, os simbolos (G) de Jacobi 
“e de Legendre coincidem. XD 

Demonstracño. Formando o produto das congruéncias indicadas no item 
a) de (16.2), obtemos que 

(P-492  w-1)2 (p— 1/2 ¿12 IM os;= .I sy HN ó;.modp. 
j=1 j=i di



130 Teorla dos Números Algébricos 

Como s,...., Sp- 12, náo sio divisíveis por p, concluimos que 
tP- 12 

7-02 = 5; mod p. Por (16.13, 7-12 £ cóngruo mod p ao simbolo j, 1D 5 P 
ii 

de Legendre sa o qual, portanto, é cóngruo modp, e mesmo igual, p 

ao simbolo de Jacobi > C1 
P 

m—l 
- Utilizando o semi-sistema natural mod m, á saber, 1, 2, ... TD 

obtemos uma interpretagdo mais intuitiva do simbolo de Jacobi. Obvia- 

mente Z/m - Z= PUN. (m- 7) (reunido disjunta), sendo 

- fm. ama 

[respectivamente Na = 1 +m- Zo... — =l +m- 2h) o conjunto 

das “classes positivas” (respectivamente “negativas”) mod m. Para cada 

ceZ com MDC(m, c) = 1, a multiplicagio por c fornece uma permutacño 

em P, UN, mas, em geral, náo fornece permutacóes em P,, e N,,; em par- 

- . , - Mm 
ticular, o conjunto c- Pa, =<c-j-+m-Zlj=1,..., 
náo está contido em P,,. 

(16. 4) Sejam mEN impar ece7 tais que MDCIm, c)=1. Entño (e 1y, 

onde y é o número de elementos de c- PAN. 

Demonstragúo. Com as notagódes de (16.2) aplicadas ao semi-sístema natural 

mod m, teremos que c- j-+m-ZeN,, se € somente se 

ó=— 1, qualquer que seja je E o — +: portanto 1) =([-1), 
2 

onde y ¿o número de elementos do conjunto U |J=l, A ¡Ó=— Ne 

Pela aplicacio j>c-j+m- 7, este conjunto está em correspondencia 
biunivoca com c+ Pa Na. El 

. . , c - N TN 

Para determinar > basta entáo calcular os menores restos abso- m , 

lutos de c, 2c, A -c mod. Por exemplo, no caso m=17 e c=—15



Decomposigho am Corpos Ciclorómicos la Quadráticos 131 

femos que c=2, 2:c=4, 3-c=6, 4.c=8, 5 -c=-—7, 6-c=-5, 
T.e=-3e8.c=-—1mod17; portanto e - Py NN, consiste de quatro 

elementos, logo 5) =(-1 =1. 

O símbolo de Jacobi tem as seguintes propriedades: 

(16.5) Sejam me N impar e e, EZ tais que MDC(m, e) = MDE(m; e) = 1, 
Entño, 

, N_ c e a) c=c modm implica | — |<), 
m m 

m m m 

Sejam m, nEN. impares e cEZ tais que MDC(m, )=MDC(n,e)=1. Entño, 

mn m np 

Demonstracño, Utilizaremos as notacdes de (162) em relagño ao semi- 
m—l sistema natural 1,,.., modm, isto €, c-j=nj-8, 

modm e ¿-j=x'j- 6) modm (- ML . 
a) De esc modm decorre nj 8= 7j- 0, mod, logo 7 ="je 
fe m—1y eN (e ba (i=L.. 3 )¡rermo (2) (1), 

b) Temos que c+ e'-j=c-7'j- 8 =n(x"j) - 6,.;- 6 modm - J j Anda 

A m—1 A j=L... "— tos ( )- O, 0= f 2 m Ti -—— 

G1— 1)/2 Gr 1)/2 , - - rel Cc 

j=l i=1 mm m 

. H>l 
Seja 1,..., 6) Seja 1... o semi-sistema natural mod». Por (16.2) existem 

n—1 Ep... Em- 2 E Íl, —1) e uma permutacio p de do ) tais que 

M-n—l _ m—1 lo 

2 2 2 
e k=pk: e, modn (>) Os
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elementos j -nek+g-n (=" IA k= TE = 2 10=0,...m—1) 

formam um semi-sistema mod mn, uma vez que eles, juntamente com 

0s seus negativos e o zero, sio incóngruos mod m - n dois a dois, como se 

verifica facilmente. Para qualquer j eh — temos que c.- U-n)= 

> e gefo,....m—1)” 
2 

existe y € 7 tal que e - (K+g + n)=(pk+u- 1): e,e4= 9 modm para um certo 

gef0,...m—1); portanto, c- (k+g-M)=(0k+g : n)-6, modm- A. Re- 

sulta que 

c (> 132 (1-12 (iZ tr— 1)7/2 Cc Cc 
—— M— . DM = aaa « — —)= Ho: Ma= Mo; Has E. 

men El k=1 il k=1 m " 

Note-se que o semi-sistema mod m - n construido nesta demonstragño. - 

náo é o natural, o que justifica o uso de (16.2 b), em lugar da fórmula mais 

intuitiva (16.4), para a definicño do simbolo de Jacobi, 

=xj- 1: ó,modm- Para aisquer ke 1, 2... 

A propriedade mais importante do simbolo de Jacobi é a seguinte - 

“lei de reciprocidade quadrática”. 

(16.6) TEOREMA. Sejam m, ne N impares tais que MDC(m, 1) = 1. Entño 

DO 17779 | 

m—1 
Demonstragño. Consideremos o conjunto a (Xi = 1, e 

—i 
- k=1, E e os subconjuntos 27,, Z,, Az, Ag dos 

pares U.XeZ tais que nejomek<=—5,- 5 <njomk<0, 

N n ñ N o 
O<n-j-m-k<—-—e—-<n'j—_mh respectivamente. Como 

MDC(n, n)=1, temos quen - j—m- k+0:Iportanto A=— KZ; UR, UB, Ú As 

(reunido disjunta). 
7, y 

A aplicacño de 2% em %, definida por (1) Pis n - - E)
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induz obviamente uma bijegño de 2, sobre Za; portanto, Z, e Z, tém 
o mesmo número de elementos, digamos, q. 

Afirmamos que a aplicacño de 2 em 7/m » 7, definida pork». j+ 
+m- Z, induz uma bijegdo de 2, sobre n- PA Na. De fato, para qual- 

quer (),x) e 2, existe tel... — tal que n-j=—f modm: logo 

nj+m:Zen- Pa /NN,. Por outro lado, toda classe pertencente a 

( —1 n- PRANN E da forman: j-+m- Z=- jm Z,comjje- hs 
1 
N 

univocamente determinados, logo existek e 7 tal que — 7 <n-j-m-k<0. 

Obviamente k>0 e me kn jh an "El, logo m 
2 2 2 

n Po, , —1 , . ne , isto é, Leo 3 De assim kJ e; portant, a aplica k< 

eño indicada € sobrejetiva. Ela é também injetiva, pois de UE) Ca, E,) € Bo 
Sn-h+M- Z=n-j+m-7 decorre que ji=j, 6 ki =k,. 

Como 2,= o keZa| — > <m-:k—n:j< o, mostra-se analoga- 

mente que a aplicacño de 2% em Z/n - 7, definida por (,E->m-k-+a-2, 
induz uma bijegio de 2; sobre m- P,AN,. 

Usando (16.4), concluimos que )- (7) = (-1)*93, onde q, 

(respectivamente 7;) é 0 número de elementos de HA, (respectivamente 224). 
m—1 n—!1 A igualdade afirmada resulta entño de E =9:+091+29=9:+91 

mod 2. (] 

A lei de reciprocidade quadrática pode ser formulada também de 

outras maneiras, Multiplicando a igualdade indicada em (16.6) por E 
obtemos a igualdade n 

n m1 nel m 2-70 
e, analisando os expoentes, obtemos o seguinte: 
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(16.77) COROLÁRIO. Sejam m,neN impares tais que MDC(m, n)=1. 

Entño, 

v = (7) se e somente se m= i mod4 ou n=1 mod4; 

m n - 
7 =— (+) se e somente se M=n=3 modd, 

nh Am - 

Para números arbitrários ceZ tais que MDC(m,c)=1, 0 simbolo de Ja- 

cobi () pode ser reduzido, por (16.5b), aos simbolos E f - e E) 
m m) m m 

onde n é positivo e impar, Para os dois primeiros valem as se uintes “fór- 

mulas complementares”: 

(16.8) TEOREMA. Para qualquer número MEN Ímpar temos que 

(7) == 

b) (7) - (oe 

Demonstracño, a) Resulta de (16.4), uma vez que —1- P= Nu tem 

elementos. 

b) No caso em que m=1 mod4, teremos que 2 - j+m: ZeP, see 

. —|1 . 
somente se je u 2... "— ¿portanto, cada um dos conjuntos? - P,, NP, 

. m 
e2-P,NN, tem elementos. No caso em que m=3 mód 4, tere- 

. —3 y 

mos que 2-j+m-.ZeP, se e somente se er por- 

m+l —3 . - 
ua elementos, e assim 2: PAN, tem a tanto 2: Pa P, tem 

m=i O mM] 
- . - - 

. 2 
. 

elementos. Concluimos de (16.4) que 5) =(— 1)" DA (—1) 4 7? 
m . 

MEL Ml 2 MEL 
no caso em que m=1 mod4, e (5) = (—1)"+4 — (—1) + ? 

. — 1 
2 _ M 

no caso em que m=3 mod 4; portanto, (7) =: (— 1"*-D5 em ambos os 

casos, L] " -
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Mais tarde utilizaremos a seguinte versdo da lei de reciprocidade, 
estendida a números c negativos. — 

(16.9) COROLÁRIO.  Sejam mEN e ceZ números impares tais que 
'MDCI(m, c) = 1. Entáo * 

1-57. m le| 

Demonstracño. Podemo-nos restringir ao caso em que c <Q, digamos 
E=—A, com nEN; entño temos que 

(- (De 7 ' o. 
por (16.5b), (16:8a) e (166). De 14 . == mod 2 resulta a 
igualdade afirmada, [] , —- 

Usando as fórmulas indicadas em (16.5), (16.6), (16.8) e (16.9), E fácil 

calcular o simbolo de facobi ) para quaisquer me N impar e ceZ m - 
tais que MDC(m, c) = 1. Por exemplo, usando (16.5) e (16.8 a), obtemos que 

13091 _ (1309 /1309Y * /-4Y /2Y /—1 (-15=1 
325/ Us 13/ 37 13 _— 

Usando (16.8 b) e (169), obtemos que - . 

—-|—)=—l. (3) 3)-6)G)--m==-0)- 
A seguir, voltaremos ao estudo dos restos quadráticos módulo um 

número primo ímpar p, usando os resultados obtidos para o simbolo de 

Jacobi [— ) e o fato de este coincidir com o simbolo de Legendre, 
- P 

Substituindo m por p em (16.4), abtemos a “critério de Gauss” que 
permite decidir, a partir da paridade do número de elementos de c - PP ANo, 
se € € resto quadrático mod p ou náo. Fazendo a mesma substituicio no 
Corolário (16.7), obtemos a lei de reciprocidade quadrática na versdo 
dada por Gauss: : —
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(16.10) COROLÁRIO. Sejam Pp, q números primos impares distintos. 

4) No caso em que p=1) mod4 04 q=1 mod4, p será resto guadrático 
mod q se e somente se q for resto quadrático mod p. 

b) No caso em que p=q4= 3 modá, p será resto quadrático mod q se se e 

somente se y núo for resto quadrático mod p. 

Finalmente, das “fórmulas complementares” (16.8) resulta: 

(16.11) COROLÁRIO, Seja p um número primo ímpar. Eniño, 

a) —1 será resto quadrático mod p se e somente se p=1 modá. 

b) 2 será resto quadrático mod p se e somente se p=1 ou —| mod8. 

Mostraremos a seguir que, para números primos impares q em lugar 
de 2, vale uma afirmacio análoga a de (16.11 b). Para prová-la, utilizaremos 

o seguinte fato: - 

(16.12) Sejam q um número primo impar e c EZ um resto quadrático mod q - 

tal que c=1 mod4. Entáo, existe um número impar ací 3,....9—2] 
tal que c =a” mod 4g. 

Demonstragño. Temos que c=a? mod q para algumaef1,2,...,4—2,9—1), 

. logo também c =(4—a) mod q. Como a e q—a tém pari- 

dades diferentes e q—a e [1,2, ...,9—2, 4-1), podemos supor que a seja 

impar; portanto a?=1 med4. Como c=1 mod4, concluimos que c—a? 

€ divisivel por 47. [] 

Os números primos impares q que sáo restos quadráticos mod p 
podem ser caracterizados -da seguinte maneira. 

(16.13) TEOREMA. Sejarn p, q números primos impares distintos. As se- 

quintes condicóes sño equivalentes: 

(i) y € resto guadrático mod p. 

(ii) Existe um número impar dell,3,...,9g— Y) tal que p=a? ou =-a? 
mod 4q. 

——= 
Demonstragúo. (i)—(ii): Seja c=(--1) * - p; entño, temos que ce =1 

mod 4, e de (16.9) resulta que 5) = 5 Portanto, (1) 
. Ne P 

implica que c é resto quadrático mod q. Por (16.12) existe a e £1,3, ..., 9-2! 
tal que c=a? mod4g; portanto p=a" 0u =-—a? mod 46.
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(ii) => (1): No caso em que p= a? mod 4q para algum a e (1,3, ...,9—-2) 

temos que p=a modg e p=a?=1 modá; portanto, (+ =le Ta; 
P q 7) = e. por (16.10). No caso em que p= —a? mod 4q para atgum 

aEL1,3,....9—2) temos que —pz=a? modg e —p=d =1 mod 4; 

logo -) =le G) = el por (16.9). Em ambos os casos, q é resto 

quadrático medp, [] - 

Provaremos ainda a seguinte afirmacáo sobre o simbolo de Jacobi, 
a qual será utilizada, com k=3, na demonetracño do teorema (16.15). 

(16,14) Seja mEN um número impar que núo é um quadrado e seja k EN. 

Entño existe cEZ tal que c=1 mod?, MDC(m,)=1 e )- —1. 
m 

Demonstragúo. Seja m =p! - ...* pr a fatoragño de m em números primos 
Pis .... Ps, DECESSariamente impares; como m nio é um 

quadrado, podemos supor que r, é impar. Os números l+j.2 
(=0,....P1— 1) sio incóngruos mod p,, dois a dois, uma vez que 
2+p,- ZeF* , €, portanto, formam um sistema de representantes de Pi 

, . Pi 
Fo, Entre estes humeros, existem 2 >1 que representam náo-qua- 

drados em F; portanto existe bef1-j. 2 i=0,...,p, —1) tal que 

(1) = —l. Por (65), existe c eZ tal que c=b mod?" . p, e c=1 modp, 
Pi 

(i=2,....9; logo e=b=1 mod 2% MDC(p,, )=MDC(p,,b)=1 e 
MDC(p, e)= Ui=2, ...,5), € assim MDC(m, )=1, De (16.5a) resulta que 

6)-)-<E)-6-- 
(> T E =—1, por 1659. 0. 

Como já foi anunciado, a lei de reciprocidade quadrática permite 
provar a lei de decomposicño, que afirma que o tipo de decomposicño 
em L= A/d) de cada número primo p que náo dividir o discriminante 

Jogo
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dí, dependerá somente da classe de p mod|d;|. Na verdade, demons- 
traremos uma afirmacáo mais forte, a saber, a existéncia de um hómo- 

morfismo 7, do grupo U(Z/d, - 7) sobre o grupo multiplicativo (1, —1) 

com a seguinte propriedade: Um número primo qualquer p será decom- 

posto (respectivamente inerte) em L se e somente se E (Pta, Z)=1 
(respectivamente —1). 

Tal homomorfismo 7, será obtido apartir da aplicacño X1 de 
S,=(ceZ| MDC(d;, c)=1) em (1, —1), definida da seguinte maneira: 

- 

1) no caso em que d= 1 mod4 

Lie -, (107. (17) no caso em que d=3 modd 

2-1 el, 2-1 c 
(-D ? 2 (77) no caso em que 

de modd, sendo d=2-d, d impar. 

Note-se que, nos casos 43 ou 2 mod4, S, consiste apenas de números 
fmpares, uma vez que 2 divide d, =4- d. 

(16.15) TEOREMA, Seja L= Q(/d), com de 2. 

a) Se b,cES,, tais que b=c modi dr| entáo y,b= Xic. 

b) X. é um homomorfismo multiplicativo de S, sobre (1,—1). 
c) Um número primo qualquer peS, será decomposto (respectivamente 

inerte) em L se e somente se up=1 (respectivamente — 1). 

Demonstracño. a) No caso em que d= 3mod á, a congruéncia? b= cmod|d| 
— bl e— 

implica que b=c mod |d] e b=c mód 4; logo pa 

mod 2. No caso em "que d=2 nod 4d == a congruéncia b=c mod dr]. 

implica que bo mod |] e b=c mod 8; portanto Ple mode . 

b-i_—1 
8 8 

- sio -de y. 

mod 2. A afirmacio resulta entño de (16.5a) e da: defini- -
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b.e—1_ B—-1 e—l 
b) De (16.5b) e do fato que y al + > med 2 € 

M2 2_4. A - - . 
6 , 1) 8 Le 3 1 mod?, para quaisquer b,ceZ impares, re- 

sulta que 2, € um homomorfismo. Ele é sobrejetivo, pois por (16.14) existe 

ceS, tal que c=1 mod 8e (a =- — 1 onde 4" =d (respectivamente >) 

no caso em que dA=1lou3 (respectivamente = =2) mod 4; portanto, 

nc = (7) = —l, pela definicio de yy. 

c) Suponhamos que eS; entáo d, é impar, logo d=1 mod4, logo 

2= 7 (—1)9?-138, por (16.8) Concluimos que X2=1 (respec- 

tivamente ——1) se e somente se d=1 (respectivamente= 5) mod 8. 
Seja pe 5, um número primo impar. No caso em que d=1 0u 3 mod4 

d P=1, d-1 , P . 

temos que 5)" >. -) por (169), e no caso em que 
la 

d=2 mod4 temos que 

, E 1 rs 
0-6 0-1 E. (1). (1) >. >) 

p PI D ld 
por (16.55), (16.8b) e (16.9); portanto, temos que o X.p em ambos 

P 

os casos. A afirmacio c) resulta entáo de (15.2) e (153) LJ] 

Como consegiiéncia imediata obtemos.o seguinte: 

(16.16) COROLÁRIO. O homomorfismo y, induz um homomorfismo Y, do 

grupo U(Zid; : 2) sobre 0 - grupo multiplicativo 

1, —-1) com a seguinte propriedade: 

Un número primo qualquer p que núo dividir d, será decomposto (res- 

pectivamente inerte) em L se e somente se T(p+d; - 7)= 1 (respectiva- 
mente — 1). - 

Obviamente, o núcleo de Y, € um subgrupo W, de VíZ/d; - 7) de 

indice 26, portanto, tem ordem + ell de|), e Y, € o único homomor- 

fismo de U(Z/dr - Z) sobre (i, com núcleo Y,. Por isto, a afirmacio 

principal! de (16.16) pode ser reformulada em termos de V:
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(16.17) COROLÁRIO. Um: número primo qualquer p que náo dividir dr 
será decomposto (respectivamente inerte) em L se e 

somente se p+ dí, - Ze n (respectivamente € U(Z/d;, - 7) ). 

Note-se que, em geral, Y, náo é o único subgrupo de U(Z/d, - 7) 
de indice 2. . . 

o] homomorfismo Xr € chamado o caráter quadr útico de Le € usual- 
mente estendido a um homomorfismo do semigrupo multiplicativo 7 
sobre o semigrupo mitiplicativo (1, —1,0), definindo-se Xe=0 para 
qualquer ce ZAS. Analogamente, estende-se 7, a um homomorfismo do 
semigrupo multiplicativo Zid, Z sobre o semigrupo (1, —1 0). Obtemos 
assim o seguinte 

(16.18) COROLÁRIO. Para qualquer número primo p teremos que 

1 se é somente se p for decomposto em L; 
XP = 4—1 se e somente se p for inerte em L; 

0 se e somente se p for ramificado em L.: 

Obviamente, neste corolário, y,p pode se substituido por Y,(p-+d; - Z). 

Observamos ainda que, devido ao teorema de Dirichlet sobre pro- 
gressdes aritméticas, toda classe y € U(Z/d; + Z) contém uma infinidade de 
números primos, Portanto, existe uma infinidade de números primos de- 
compostos e uma infinidade de números primos inertes em L.. 

Finalmente, gostaríamos de chamar a atencño para a semelhanca 
existente entre a lei de decomposicáo para corpos quadráticos e para 
corpos ciclotómicos. Para isto, observamos primciro que a afirmacño de 
(16.15c) pode ser reformulada da seguinte maneira: 

“Para qualquer número primo pe, a ordem de y p (no grupo ((1, 11) 
€ igual ao grau de inércia /($), para todo ideal primo $ de 1, que está 

.acima de p.” 

No caso do m-ésimo corpo ciclotómico L=- La (onde m> 1 é impar 
--ou divisivel por 44 o homomorfismo canónico de 7 sobre” Zim Z induz 
un homomorfismo multiplicativo y, do semigrupo 

SL = teez1 MDC(m, e) = 1) 

sobre U(Z/m - 7) o qual, por (14.4), possui uma propriedade análoga. 
Observando-se que m ce -disc(ó,) tém os mesos divisores- primos (veja
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(14.2), a analogía torna-se ainda mais completa quando se usa os fatos 
(mencionados, mas náo demonstrados, nos $3-4) que dy = disc.) e m| dr,- 
pois destes fatos resulta que SL=fceZ| MDC(dy, e) = he que Y.p 
depende apenas da classe de p mod del. 

Observemos ainda que no caso em que L é um corpo guadrático 
(respectivamente o m-ésimo corpo ciclotómico), o grupo [1, —1) (respec- 
tivamente U(Z/m * 7)) € canonicamente isomorfo .4; € portanto pode ser 
identificado com, o grupo de Galois Aut(L| O). Assim o homomorfismo 
acima indicado y, (respectivamente Y.) pode ser considerado como caso 
especial do homomorfismo da “lei de reciprocidade generalizada”, a qual 
vale para qualquer extensño abeliana finita L de qualquer corpo de nú- 
meros algébricos K, Trata-se de um homomorfismo 8, x do grupo 7 y 
de ideais fracionários de 7, gerado pelos ideais primos que náo dividem 
o ideal discriminante By, |7x: Sobre o grupo abeliano Aut(L| K), que tem a se- 
guinte propriedade: Para qualquer ideal primo p e Fx (necessariamente 
nio-ramificado em L), a ordem de 9, ¡xP € igual ao grau de inércia f (BI y), 
para todo ideal primo $ de 1, acima de p (veja Artin [2] ou Voloch [36]). 

EXERCÍCIOS 

16.1. Sejam neN, a, ....0, UM sistema de representantes de Zin - Z, 
be Z tal que MDC(n, b) = leceZ, Prove quec+b-a;(j=1,...,n) 
€ um sistema de representantes de Zin - Z. 

16.2. a) Seja m > 3 tal que U(Z/m - 7) seja cíclico. Prove que UZ/m - Z) 

possui 20 quadrados e 2 

b) Determine os quadrados nos grupos V(Z/2*. 7), para k>2,e 
no grupo .U(Z/12 - Z). - 

16.3. Utilize os seguintes métodos para decidir se — 186 € um resto qua- drático mod p=29: —_ 
a) Indique um sistema de representantes dos quadrados em FRE 

verifique se — 186 é cóngruo mod Pp a um desses representantes, 
b) Aplique o critério de Euler. - 
e) Aplique o critério de Gauss. 

d) Calcule E usando (16.5), (16,6) e (168) 

nño-quadrados.
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16.4, 

16.5. 

16.6. 

16.7. 

16.8. 

16.9. 

16.10. 

16.11. 

16.12. 
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Mostre que 1979 é inerte em al 1987) [e decomposto em 

0 /— 1987). 

Sejam p, q números primos distintos, p£2, € L= QA/0). Prove: 

a) No caso em que 7=2, p será decomposto em L se e somente 

se pEl 01 =—1 modg3. 

b) No caso em que q=1 (respectivamente 3) mod 4, p será decom- 
posto em L se e somente se p= a? mod q (respectivamente = a? 

ou —« mod4- 9) para algum def1,3;....9— 2. 

Seja L= Y,/-—q) onde 4 6 um número primo. Caracterize os 

números primos p que sio decompostos em e atraves das suas 

classes modg 0u mod4- y. 

Indique números primos p;= E mod 11 (3 =0, 1, ..., 9) e prove que 

Pi: Da: Ps. Pa: Po (respectivamente po, Pa: Pa. Pr De sio inertes (res- 

pectivamente decompostos) em (./— 11). 

Seja m um número natural impar que náo é um quadrado. Prove 
que existem números primos impares p, y que nio dividem me 

; m — 
tais que (5) = 7) =—l 

P P 
(Sugestáo: Use (16.14), (16.9) e (16.5 €). 

Seja meEZ 0). Prove que m será um quadrado em Z se e somente 

se for um resto quadrático mod p para todo número primo p que 

ndo dividir m, (Veja LeVeque [24], Chapter 5; ou Ribenboim [28], 

Chapter 4; ou Viswanathan [351, Cap. VI). 

Para cada um dos seguintes corpos quadráticos L= A/A), onde. 

del—7,—6, —5, —3, —2, —1,2,3,5,6, 7), 
a) determine o subgrupo Y, de V(Z/d; - Z) 

b) indique um sistema de representantes de U(Z/d; - Z) que con- 

sista de números primos, Quais destes números primos sáo de- 

. compostos (respectivamente inertes) em L? 

Seja p um número primo e ce Z tal que p náo divide c. Prove que se 
existirem m, ne N tais que p==m" + q - 17 entáo —c será um resto 

“quadrático mod p. 

Indique números m,reN, m impar e MDC(m, n)=1, tais que 

()- lenta? modm para qualquer a EN. 
Mm
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16.13. Prove a lei de reciprocidade quadrática e as fórmulas complemen- 
tares para o símbolo de Jacobi, a partir da sua validade para o sim- 
bolo de Legendre. 

16.14. Sejam p e q números primos impares distintós, 1 (respectivamente T) 
a unidade do corpo F, (respectivamente F,) e € uma raiz primitiva 
p-ésima da unidade numa extensño de Fo. Para qualquer cef, 
denotamos por ceZ um representante de r. Prove que 

a) para qualquer Ce FÉ, a “soma de Gauss” 1(6)= Y ¿) Le 
EX 

independe da escolha dos representantes c e x: 

b) para qualquer 7e FE temos que t(0)= 5 - (1); - p 

e) AT)? =(-1)7-9.p. Te Y! = 4) .i 

d) Usando o critério de Euler (16.1), conclua que 

4-70) P - q 

(Yeja Samuel [30], $5.5, ou Ribenboim [28], Chapter 4)



CAPÍTULO Y! 

O MÉTODO GEOMÉTRICO 

O método geométrico é utilizado, na teoria dos números algébricos, ' 

principalmente para duas finalidades, a saber: - 

1) para o estudo do número de classes h;, 

2) para o estudo do grupo dos invertiveis U(I,), 

sendo L um corpo de números algébricos, 

Quando se tratar de provar apenas a finitude de h,, o método geo- 

métrico será dispensável, uma vez que, em lugar da “cota de Minkowski” 

obtida geometricamente, pode ser usada: uma outra cota, calculada fa- 
cilmente através do “principio de gavetas”, como foi exposto no $510. A 

cota de Minkowski, entretanto, 6 importante para se obter uma boa es- 

timativa para o discriminante d; €, em certos casos, € útil para se calcular 

h; (veja 510). 
Neste capítulo, introduzimos o método geométrico a ser usado na 

demonstracio do teorema de invertiveis de Dirichiet (“unit theorem”, 
que afirma que o grupo dos invertíveis U(I) é finitamente gerado de 

posto s+£— 1, onde s (respectivamente £) € 0 número das imersóes reais 

(respectivamente dos pares conjugados de imersóes complexas) de L. 
Primeiramente introduziremos no $17 as nocúes básicas da “geo- 

metria dos números”, a saber, as nocdes de “rede” e “rede completa” 

no R", e demonstraremos o teorema de Minkowski. 
No 518 mostraremos que as imersóes reais e complexas de L dío 

origem 4 “imersio canónica” de Z num R-espago L isomorío a 8", a qual 

leva qualquer base de L| Q numa base de rede completa de L. Mais im- 

portante ainda é a “representagdo logarítmica” do grupo multiplicati- 

vo L* no R-espago R**'. O teorema de invertíveis' de Dirichlet resul 

tará do fato desta representagáo levar U(1;) numa rede completa de uma 

.certa hipersuperficie H de R**', 
Finalmente, no $19 estudaremos enr mais detalhes, para corpos: qua- 

dráticos reais L= a/a) ), os invertiveis de 1, €, mais geralmente, de qual- 

quer “ordem” S de L. Mostraremos que este estudo está relacionado com 
a resolubilidade de certas equagóes diofantinas e, em particular, da “equa- 

cío de Pell” X?—d. Y=1.
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817. Redes no R" 

Seja L um R-espago de dimensño h, isto €, isomorfo ao R-espago 
R'=R Xx... x R, Distinguimos em E uma base e1,-..,€, (por exem- o 

n 

plo, e; =(1,0,...,0),..., e =(0,...,0, 1) no caso em que L= 9, 
em relacio A qual definimos, para vetores x = Es res +... + Ese, € 
P=M:e1 +... +4 €,, O produto escalar (x, y =Ej- a+... E, Mn, 
bem como o comprimento lx=. /xX)=. ETT... +E7 do vetor xel. 
Denotamos por B,a bola de raio p ao redor de 0, isto é, B,=(xel| fxli<op). 

Dados z;,...,7,,E L, consideramos os conjuntos 

M=Z-7, +... +25 aaa. eE) [= 
=i 

T= E PrnjO<p.<1 E= Em] 

Diremos que M é uma rede de L quando z;,...,Z, forem linearmente 
independentes sobre R; neste caso, chamamos ts -... 7, UMa base de 
rede associada a M, e T, a malha fundamental associada a esta base. 
Obviamente, neste caso temos que m<n. Se m=n, entño Me z,,...,z, 
serio chamados uma rede completa e uma base de rede completa, 
respectivamente, 

Diremos que um subconjunto € de L é limitado, se CC Bo para al- 
gum p> 0. Diremos que um subconjunto D de L € discreto, se DB, 
for fínito para todo p> 0; neste caso, D NC €é finito, qualquer que seja 
o subconjunto limitado C de 1. 

Para saber se um subconjunto M de L é uma rede, náo é necessário 
conhbecer uma base desta rede. De fato: 

(17.1) Um subconjunto M de L será uma rede de | se e somente se jor um 
grupo, em relacño d adigño, e for discreto, 

Demonstracño. Suponhamos primeiramente que M seja uma rede de L, 
Entño, obviamente, M é um grupo aditivo, Suponhamos que 

Di; ..., y Tormem uma base da rede M; entáo m < H, € existem 0... 1,..., vel 
tais que p;, ...,», sio linearmente independentes sobre R e, portanto, for- 
mam uma base de uma rede completa M' que contém M, Para mostrar
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que M € discreto, basta provar que M' o é. Se wi, .... W, formarem a base 

dual de v,,..., 7, isto €, (U;, W)= 6 (4 J= 1... o": entño para todo 

Z= a+ Dj +... +0, 0,€ M'teremos que (7, Y) == ay(j = 1,..., A). Para todo 

A e todo zeM'nB, temos que |aj =|(z, w <izl- 1 sp- will 

U= .,h); logo MABE finito; portanto, M' é discreto. 

pu outro lado, seja M um grupo, em relagio 4 adicáo, e discreto. 

Suponhamos que Uy, .-.. ln , formem um sistema maximal de elementos de 

Mlinearmente independentes sobre R; entáo y, , .:., 4, formam uma base da 

rede My = Z + Uy +... + Z> ly. Sendo T,a malha fundamental associada 

a esta base, temos que (M n7,)+ Mo S M, e vale mesmo a igualdade, 

pois todo xe M € linearmente dependente (sobre R) de tu, ..., Ma; logo 

x= Y aj E 4; com ae7 e OSPI<l (i=1,. e assim 
i=1 i=1 

. de 

y Prr=X— Y ay ueMAT,. Concluimos que a restrigio a MNT, 
P=1 i=1 

do homomorfismo canónico sobre o grupo quociente M/Mo € sobrejetivo, 

Como M € discreto e 7, € limitado, temos que M n7, é finito; logo M/Ma 
também o é. Denotando por ga ordem de M/Mo, temos que M=g71- Mo= 
=Z- +... + Ze uh, 0ndew=g"1 -u;(i=1,...,m), De (5.1) resulta que 

'Mé um Z-módulo livre, de um posto k <m, logo possuí uma base vq, ..., De. 

Das inclusdes MyS Mg! - Mo resulta que os R-espagos gerados por 

estes Z-módulos coincidem, isto €; R< up +... +R- uy, =R-D+...+ 

+ R -,, doride concluimos que K=m € que v,...,b sáo linearmente 

independentes sobre R. Portanto M é uma rede de E. [] 

Dada umá rede M, consideramos, além da malha fundamental 7, 

também as outras malhas 2 +7, (z€ M), asociadas a uma base v,,... > Uns 

da rede M. Mostraremos que tedo conjunto limitado intersecta apenas um 
número Jínito destas malhas. 

(17.2). Seja T, a malha. fundamental associada d base V.,.... Un da rede M, 

e seja C um subconjunto limitado de L. Entño Cn(z+T, ) =(| para quase 

todos os ze M. 
Mm 

Demonstracúo. Para. todo += > Pp; y ET, temos que 
il 

hill LL E 

Nes or = ME ads
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La - . 
onde 7 = Y v:1). Supondo, sem perda de generalidade, que C= B, para 

i=1 

algum p>0, consideramos zeM tal que B.n(z+T)* 6; digamos 
2+1=xEB, para algum te7,; entúo ||| =||x — El <lll + el <p +, 
logo z€ B,... Como M é discreto, por (17.1), o conjunto Mn B,, € finito, 
donde resulta 4 afirmacio. [] - 

Quanto ás redes completas, € intuitivamente claro que a reunido de 
todas as malhas associadas a uma base de rede completa cobre o espago 
todo L. Além de provar isto, mostraremos a seguir que as redes com- 
pletas podem ser caracterizadas por uma propriedade mais fraca, a saber, 
pela existéncia de um conjunto limitado € tal que |] (+ 0)=L 

TEM . - 

(17.3) TEOREMA. Seja M uma rede em L. As seguintes condicdes sño 
equivaléntes: - 

() M é uma rede completa de E; - 
(i) Existe um subconjunto limitado C de L tal que L= U Z+o). 

- zeM 

Neste caso temos, em particular, que 1 = U (+7) (reunido disjunta), 
- zeM 

sendo T a malha fundamental associada a uma base de M. 

" 
- . Li LA Demonstracáo, (i)= (ii): Para todo x e Ltemos quex= $ a;- + Y pr E , m= i=1 

com areZ e O<p,<1 (=1,...,n), logo L= U E+7). 
zeM 

A reuniño € disjunta, pois de 

resulta que a;+p,= a+ 07 (i=1,...,n) e, portanto, que a;=aj, pi=Pl 
(E=1,..., A). . - 

UN) > (5: Suponhamos que M nño seja completa. Dada uma base 
Uy y... 4 Ha, de M, com m < mn, ela pode ser completada até uma base 
Us, ....4, do R-espago E. Se wí,..., w, formarem a base dual de v,, Da 
ento (z, w.)=0 para todo z e M. Seja p>Otal que CEB,, e seja y=p' « y, 
para algum p' > p. De (ii) resulta que y = 7 -E €, com zeM e cc C. Como 
(2, 7) = 0, concluimos que - 

PIR=E+09=(69+(69 <ell- E <p- 1: 
logo E yl <p, em contradicio com Piso -wI=0.0
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Para prosseguirmos no estudo de redes completas em L, precisamos 

da nogño de volume em L. O volume em R" é bem conhecido (veja por 
exemplo Lima [25], Cap. YI, $3) e pode ser facilmente transferido para 

o R-espaco L através do isomorfismo natural entre R" e L, definido por 

meio da base distinguida e,,...,€,. Na verdade, € possivel se restringir 

a subconjuntos C de | que sáo reunióes finitas de paralelepipedos, usando 

assim apenas as seguintes propriedades do volume: 

a) volt(7;) )=1 det(a,) |, sendo v;= x 0 e; (E= 1, ..., 7; ayeR); 

b) vol(x + €) = vol(C) para qualquer xeL; 

c) vol(y - C)= y" » vol(C) para qualquer y e R, y > 0; 
d) se Cn C'=f entáo vol(C UC) = vol(C) + voKC”); 

(veja Greub [11], Chapter X; 53), náo havendo necessidade do uso do 

integral, o qual, entretanto, € indispensável para definir o volume de con- 
juntos mais gerais (como, por exemplo, o do conjunto C, indicado no 

Exercicio 17,8.) 

De a) resulta imediatamente: 

(17.4) vi, ...,V, EL formarño uma base de rede completa em | se e somente 

se vok7,) = 0. 

Usando a multiplicatividade do determinante, concluimos de (17.4): 

H . 

(175) Seja w;= Y m;* v; (E=1,...,7, com ai¿ER. Entáo 
rn 

vol(7,) = | det(co;;) | - vol (7). 

Obviamente, wí, ..., W. € Di, ..., l, formarño bases da mesma rede com- 

pleta se e somente se 0;,EZ (Lj=1,...,n) e det(o;)e (1, —11. Por isto, 

resulta de (17.5) o seguinte: 

(17.6) Para todas as bases ví,...,V, de uma rede completa M, os volumes 

vol(7;)- coíncidem. 

Este volume será denotado por vol(M). Observamos.que é igual ao 

volume vol(z +7) de todas as malhas associadas a ví,...,0, (ZE M). 

É óbvio que os conjuntos 7 + C (z€ M), obtidos de € por desloca- 

mento ao longo de uma rede M, serño disjuntos, dois a dois, somente quan- 

do € for suficientemente “pequeno”. Mais precisamente, demonstraremos 

o seguinte:
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(17.7) TEOREMA, Seja CS tal que vol(C) seja definido e seja M uma 
rede completa de U. Se os conjuntós 2 + C (ze M) fo- 

rem disjuntos dois a dois, entño vol(C) < vol(M). 

Demonstracño. Seja Ta malha fundamental associada a uma base de M, Por 

(17.3) temos que L = y 247, logo C=  Cn(z+7)), 
zeM y 

sendo ambas as reunióes disjuntas. Por (17.2) existem z,,...,7,€ M tais que 

Cn(2+T)=é para todos os x € MVz,, -...2); logo C= Ú (Cnlz +7) 
1 

(reunido disjunta). Como, por hipótese, —z, + C (i=1,...,7) sio disjuntos 

dois a dois, a reunido Ú (— 2; +C) n7) também é disjunta. Finalmente 
=i 

Cntz+7)=(— +42 (E=1,...,7); logo 

vol(C) = D vol(C Az += “ vol((—z, + CONT) = 
i=1 

of (-; +) 7) < vol(7) = vol(M). Cl 
i=l 

Um subconjunto € de [será chamado simétrico se, para qualquer e e C, 

tivermos que —c e C. Um subconjunto C de L será chamado convexo se, 

para quaisquer c, e' E C, o conjunto (p- c+(1—.9)- e |0<p<1) estiver 
contido em €; note que este conjunto consiste dos pontos situados entre 
c e e, na reta que liga estes dois pontos. 

Para conjuntos simétricos e convexos demonstramos o seguinte teo- 

rema de Minkowski sobre “pontos de rede”: 

(17.8) COROLÁRIO. Seja C um subconjunto simétrico e convexo de L tal 

que vol(C) seja definido, e seja M uma rede com-- 
pleta em E. 

Se vol(C) > 2" - vel(M) entáo CAMION =$ 

. 1 N 
Demonstragúo. Como vol (+ C ) =2"" vol(C) > vol(M), concluimos de 

(17.7) que os conjuntos > C+z (ze M) nño sño disjun- 

tos dois a dois, isto €, existem 7,,7, € M, z, £2,, € e, C, € C tais que 

io 1 Pr 
5 apt = 7 e) + 27. Como C é simétrico e convexo, temos que
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-aeCen-n=ta1 ( - 3 )Cenecn anton e 

O teorema de Minkowski, aplicado a um certo subconjunto simé- 

trico e convexo do IR-espago L= Rx... xRx CxX...x C, será usado no 
- [A Je N 

: t 
$18, na demonstracio do teorema de invertiveis de Dirichlet: Outras 
aplicacóes do teoremá de Minkowski encontram-se nos Exercicios 17.6. 
e 179, 

EXERCÍCIOS 

17.1. Indique elementos u,,...,4,El que sejam linearmente independen- 

tes sobre Z, mas linearmente dependentes sobre R, 

17.2. Seja M uma rede de [. Prove: 

a) Toda base do Z-módulo M € uma base da rede M. 

b) Todo submódulo M do Z-móduio M é uma rede de L. 

17.3. Suponhamos que 71, ..., 1, formem uma base de uma rede M de L; 
m . 

e seja w,= Y ay” 9; (i=1,...,m) com ay€eZ. Prove: 
[E — - 

a) Wí,..., W,.formam uma base de uma rede M' em L se e somente 

se del(a; 7 O. 
db) wi... w,formam uma base da rede M se e somente se det(a;)= +1. 

17.4. Seja T" o toro s-dimensional, isto é, o produto cartesiano de n có- 
pias do grupo multiplicativo (teCi]a =1), e suponhamos que 
Dj, ...,U, formem uma base de uma rede completa M de L. Prove: 

a) A aplicacño $ definida por 

Pipi Di +... + Pr U,) — (expl2ri "Pi. XpOezi- P1)) 

(P1>.... Pa ER) É um homomorfismo do grupo aditivo de R" so- 
bre T, com núcleo M, 

b) $ induz uma bijegdo de z + T, sobre T", qualquer que seja ze M. 

17.5. Seja M uma rede completa de R? tal que MZ”. Prove que 
vol(M)= £(T, n 7), sendo T, a malha fundamental. associada a 
qualquer base v,, v, de M. Generalizc esta afirmacio para R", qual- 
quer que seja n>2, -
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17.6. Utilize o teorema de Minkowski (17.8) para provar: 

a)-o “teorema de dois quadrados”, isto é, a implicacño (ii) > (1) 
de 2.10). - o 

b) o “teorema de quatro quadrados”, que afirma que todo intciró 
positivo é soma de quatro gyadradós de números naturais, 
(Yeja Stewart-Tall [33], 72 e 7.3). 

17.7. Prove que a afirmacdo do teorema de Minkowski (17.8) continua 
válida para qualquer subconjunto simétrico e convexo € que é 
compacto e satisfaz vol(C)> 2". vol(M) (veja Samuel [30], $4.6). 

17.8. Sejam 35, £EÑ en=s-+21. Prove que, para qualquer p > 0, o subcon- 
. . " 5 1 

junto C, — (En Co Moli. UT | y | (41 + 2- 2 v DE + Li s », - - it JE . 
de IR" € convexo, simétrico e compacto e calcule. o seu volume (veja 
Samuel [30], Chapter 4, Appendiy).. 

179. Utilize o teorema de Minkowski e o Exercicio 17.8. para provar que, 
na afirmacño de (10.1), a cofa p pode ser substituida pela cota de 

"al " o Minkowski uy = (7) . YI dr|. (Veja Samuel [30], $43, 0u . 7 . - - ? 

Stewart-Tall [33], 10.2). 

818. Representacóes geométricas de números 
algébricos 

Recordamos que, dada uma extensáo L de Q de "grau n, existem exa- 
tamente 1.isomorfismos 5 de L em C. Chamaremos e uma ¡mersdo real 
(respectivamente complexa) de L quando eL< IR (respectivamente £ Ro. 
As imersñes complexas ocorrem em pares complexo-conjugados; de fato, 
se o for uma imersio complexa de L, entio o mesmo acontecerá com 
a aplicacño o : L> € que associa a cadaxe Lo complexo-conjugado, de ga, 
e teremos que Ex 0 = 7. Denotaremos por OL y...,0, As imersdes reais 
€ POL 0,41, Tetis... 0541, Osry AS iMErsdes complexas de L; obviamente 

O<ss<n O<1<-estZ=n 

- Observamos que, no caso em que L esiá contido em C, a aplicacño 
idéntica 1 de L em C € uma das imersóes de L; podemos supor-que i=0, 
(respectivamente = 0,1) quando LCR (respectivamente £ RN).
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Ás imersdes reais e complexas de L podem ser obtidas através do 

polinómio minimal P.¡g de qualquer elemento primitivo a de L| €. De 

fato, sendo P.jo=(X —x1)-...- (Y —ay-Q1:...- 0, a sua fatoracio 

em RX], onde Q,,..., 0, sio polinómios irredutíveis de gran 2, as imer- 

sóes reais de L sño determinadas por 

oa = a (=1,...,5) 

enquanto que os pares de imersdes complexas sio determinados por 

a+ = UA Tr 0 = ET U = LL e... 

onde f,, Pje CIR sño as duas raizes de Q;. 

No caso particular em que. L= (xy) € um corpo quadrático 
(0? = de 9), temos que - 

“5=2, £=0, no caso real (d>0), e 
s=0, 1 = 1, no caso imaginario (d < 0), 

No primeiro caso, as duas imerses reais 7, 0, sio determinadas por 

oa == /d, 0,0= —./d;, no segundo caso temos que 00 =i: NETA 

dae = —i- /[d]. Também para corpos cúbicos L, isto é, corpos L tais 
que [L: 7] =3, existem apenas dois casos, De fato, verifica-se facil- 

mente que; 

s=3, 1=0 se e somente se d, > O. 

s=1, 1 =1 se e somente se dy < 0. 

Sejam s, LEN tais que s+2t=n> 1. Consideramos o produto car- 

tesiano E" '= Rx... x RX Cx..,x Cde s cópias de Re r cópias de C, 
. aa Ue 4 

5 1 

isto €, o conjunto de todas as (s + t)-uplas (£;,....E;; Oj, -...0) com 

En... E,ER e o,,...,,0,€ELC. Munido das operacdes componente a com- 

ponente, 1*' é um anel e ao mesmo témpo um R-espago de dimensño 1, 

tendo como base distinguida a seguinte: 

ey == (1,0,....0,...,0)..., es =(0,...,0,170,...,0), 
LE = (0,...,0;1,9,...,0) Ps+2 = (0,...,0;50,...,0)..., 

e, 1901 = (0,...,050,...,0,1), Esva: = (0, ...,050,...,0,8. 

As vezes convém escrever f, em lugar de e,42;-1 € 9, €M Tugar de e,,2; 

(G=1,...,1). —
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As nocóes introduzidas no $17, como “comprimento”, “bola de rajo Pp” 
e “volume” serño consideradas em relacio a esta base. Por exemplo, na 
demonstragio de (18.11) consideraremos o “cubo n-dimensional” 

c=1E Y“ ej -PSM<PO=1...m) em La! que é o produto car- 
sei 

tesiano de s intervalos [p, p] em R e de : quadrados 47 +1. Ei -pSn<p, 
—pP<t <p) em Ce, portanto, tem o volume (2p. A este conjunto, que 
€ obviamente simétrico e convexo, será aplicado o teorema de Minkowski. 

Seja L uma extensño de () de grau n. Consideramos as imersóes reais 
01, :..,0, de Le, em cada par 0s+) 0:14 de imersdes complexo-conjuga- 
das, escolhemos uma das duas imersdes, digamos 04 7 1, ...,1). A agli- 
cacño y de L em E' definida por: 

XA = (910, =..7 050; Or4 1%... 5 054,00) (ve L) 

€ chamada a imersño canónica de L (embora y dependa da escolha acima 
mencionada). Obviamente; 

(18.1) y é um homomorfismo injetivo do corpo L no anel U* e é Z-linear. 

Mostraremos a seguir que a imersio canónica Y de L leva qualquer 
base €,...,d, da extensño L| Q) numa base »,, .... Un de rede completa 
de L“', Este resultado será obtido provando-se que o volume de Té 
náo-nulo; de fato, este vohime pode ser calculado por meio do discrimi- 
nante discz g(úy, ..., 0%). 

(18.2) TEOREMA. Seja d,,...,0, uma base de Li Q. Entdo ya, ..., xa, for- 
mam uma base da rede completa M,= (7 - xy +... 

+Z - a), e temos que 

vol(M,) = 27". /] disen ala, ..., ay] 0. 

Demonstracño. Por (4.2) e (4.4) temos que diser olas, ...,0,)=6?, onde 
ó= delfr,a,,..., o.d;, Pet 1%jo Ey4 Upa...) PytiMlj, Era). 

Sejam 0,0,= Exf(k=1,...,5e Pra E; = Na +17 Ex (E=1,...,1). Através de 
transformacóes elementares; a saber, pela adicño da (s + 2k)-ésima colina 
Á sua anterior, seguida pela subtracio da (s + 2k — 1)-ésima coluna da sua 
posterior (K=1,...,f), óbtemos as seguintes ipualdades:
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d= det (En,..., Ema +in Ea, mai Ej Ha +1 Ca Api E)= 

= >. * det(y. Ej MA al (97 UN A Ens 

2 (a de Eno Ent En 
Por outro -iado, como 

=70=En" et. ETE htta- 91 + + Me h+ta 9: 

G=1,. -, resulta de (17. 4) que 

vol(r,) = — l 'detlé,,.. E -> E Tn El - pres Ao EI = 

=2"-16)=2"- /] diserja(e1,.... 21, 

o que € náo-nulo| devido a (4:4); portanto, Vis ...5 7, formam uma base 

de rede completa, a saber, da rede M., € temos que voi(M,) = vol(T,). 1] 

Aplicamos este teorema aos subanéis S de L que, como Z-módulos, 

sio livres de posto in. Recordamos que estes coincidem com os subanéis 
S de 1, tais que Q(5)=L (veja (5.3) e sño chamados as “ordens” de L. 

(18.3) COROLÁRIO. Seja S um subanel de I 1 tal que Q(S)= L. Entáo, 
X5. é uma rede completa em 1“' com volume é 

volts) =2"- A disc ¡o(%1. ..., 0 | E0, 

sendo dy, ...,%, uma base do Z-módulo S. | 

Em particular, x1, é uma.rede completa em 1*', com volume 

vol) =2"- /a,] +0. 

Sin ra aplicacño de 15' em R definida por M (E 5... E O,.. .d)=- 

==... Ea... fa En... ER; 0, ...,0,60). Ela cha- 
ma-se a norma de I>', “devido ás seguintes propriedades: 

(18, 4) SN é um y homomorfismo multiplicativo. e satisaz No X= Hijas 

Demonstracño. Resulta da definicio e das igualdades 

MD = 017... 0 Lora d] as lo - 
= 01... 0417 si 1 Oj? a = A ja? 

para qualquer 7eL. - - 

- A norma-.A” será Átil para compararmos os volumes de duas redes 

completas cujas bases se distinguirem por um a fator: cel". Isto será feito 

por meio da seguinte proposigúo:
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(18.5) Seja cel"! 

" 
- . 

A) Se ct e;= Y pare; (j=1,...,n), com Pa ER; entño A c=defpy). k=1 - 
b) Sejam v,,...,v,Eel" "e W =c Dj (=1,...,n); entáo - 

vol(T,) = |. Me vol(7,). 

Demonstracúo. a) Seja e=(E,.., E M+i: La, ne. 3 De +1 6), com 
En My E; € R, Entñg c- ex = Ex * Ey A =1,..., 5, 

Ch =MN ht da € 09=- 0h Me On (h = 1,..., £); logo 
det(p;) = End (n? + 61) - .. 77 + 67) = Estena E EA “+ +i- Cao... +i 6 = Ze, - : 

- 
b) Seja v,= Y £x- e, (6 =1,...,n); com 2, ER; ento 

h=1, 
H " Li 

WI =C:Db,= dem: ee, > Y En" Parr ex E =1,...,). 
A= - Mk=1 . — 

Por (17.4), temos que vol(,) = 

= vol) -|Y el. . 

ca En* y =|det(en| - | det(p,l = 

Observando que Ae * 0 se e somente se 

E Es * * ceR xn XRO Xx... X CF, 

ES a 

que € obviamente o grupo dos tinvertiveis UL" > do anel 15', conclui- 
mos de (18.5) e (17.4) : 

(18.6) Seja ce E e suponhamos que vi, ..., v, formem uma base da rede com- 
pleta M de 1*:'; entáo e + ví, ....c+ 9 geram o Z-módulo c- M= (e -z] zeM). 
Além disto, c : M será uma rede completa de >" se e somente se ce. ML); 
neste “caso, 

| MSIE Caso, . vol(e - M) = [Ac] - vol(M): 

Á fim de podermos aplicar a nogño de rede para estudar o grupo 
multipticativo dos invertíveis de !;, será necessário transformar a' mul- 
tiplicacdo em adicño, o que será feito através do logaritmo natural. Mais 
precisamente, definimos primeiramente homomorfismos £,..., He+5 do 
grupo multiplicativo U(1*9 no grapo aditivo R por Do
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log] ¿,| quando j = 1, 
e Es Djs 0) = | 

Mea 1655 04 y o" quando j=s+1,...,8+1t 

(El...,6,ER; Oj,...,0,E6), bem como um homomorfismo 4 de V(E 

no grupo aditivo R*'= Rx... x R por 
_—— 

s+t 

pe = (ie, -.., Ma+10) (EU). 

Observemos que 4,..../4s+; € 1 sño sobrejetivos. 

Compondo estas aplicagdes com a restrigño 7* de y a L*, a qual 

é obviamente um homomorfismo multiplicativo de L* em U(L**), obte- 

mos os homomorfismos 4, = 4 o X*,..., Ar E Herr o X" de L* no grupo 

aditivo Re o bomomorfismo 1= py de L* no grupo aditivo R** 

este último homomorfismo chama-se a representacño logarítmica de L*. 

Obviamente, 

y = Ay... da?) = (loglo),..., Toglo.| loglos+ 17]... log a.+.7P). 

Determinaremos a seguir os núcleos dos homomorfismos ¿1 € 4, bem 

como a imagem inversa, sob estes homomorfismos, do hiperplano 

H = (Pio... Pa) ERT IP +... + Ps = 0), 

o qual é obviamente um subespago, de dimensño s+t-— 1, do R-espa- 
co RT 

(18.7) a) Ker p= (Er... ES On ..0)EVU(L"))| laál=..=161= 

sjaj=..=|a|=1) 
b) 1H = (ae?) ] Maefl, —L). 

Demonstracio. a) (E, ....6:; 01, 0)=0 se e somente se 

log] E] = ...=logl Ef = logo >=... = loja] = 

se e somente seléál|l=..=|ú|=|aj=..=|a)=1 

b) Seja a = (E1,..., 5.70, ...,00); entáo _ 

log] Ya) = log], +... 6 lt .. Jodr= sl +... +logl és + 
+logla Y +... +logha= ma-+... + Er 

Portanto, ya EH. se e somente se log) .Aa| = 0, se e somente sc 

Maeíl, > 1 - .
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(18.8) a) Ker 1= WÍ(L) (grupo das raízes da unidade em L). 

b) 17H=(ael" |Mrnell, 1). 

Demonstragño. Seja a € L*. a) Teremos que da =0 se e somente se 

xo € Ker y, se e somente se _ 

daa ..=)0a=joe.0=..=]0.a)=1. 

por (18.7a). Obviamente, isso ocorrerá se e somente se 

Jea|=..=j0a|=|6 0] = [Aa 0] =| AA] =1 

o que equivale a c€ WII), por (1.16). 

b) 20€ H se e somente se y*a e 1H, se e somente se A (Y*aje(l, — E, 

por (18.76). A afirmacño resulta entáo de (18.4). Cl - 

Recordamos que, pare qualquer subañel $ de /,, temos que 

U(S) == (ae S|Ar 0% E (1, —1)) (veja (L.Il6)); logo U(S) S 4-*H por (18.8), 
ou seja, A(U(S) <H. Mostraremos a seguinte alirmagño mais precisa: 

(18.9) Para qualquer subanel 5 de 1 1 ACU(S) é uma rede em H. 

Demonstracño. Como A(U(S)) é um grupo aditivo, basta provar, por (17.1), 

que é um subconjunto discreto de H. Para isto € suficiente 

mostrar que, para qualquer p > 0, a intersegño de 1(U(S)) com a bola de 

raio p em R*' é finita, ou seja, que 40, € finito, onde 

U,= fee U(s) | Pal <p). 
Afirmamos primeiramente que YU, € limitado em L*'. De fato, como. 

p= haa =/0:0)" +... + (0,..0) = 4,0 = log o;a] (respectivamen- 

te=loglo.al*), para j=1,...,s (respectivamente j=s+1,...,8+7), temos 
que | a | <explp). (j=1, ....9) e joya]? <expíp) G=s+1,...,s +1). Seja 
O 2=M+i- Ey M=1,...,6, com, l, e R; entio 

Y = (010) ei +. + (0,0) - e, +97 hi + Ciega +0 +97 AA E" de 

logo Pel = M0 +... + (0,09 +7 +74... 0= 

= Jo10) +... + (0,0) +foro] +... + fora < 

</s- explip) + 1. explo); - 

portanto, YU, € limitado em L* De U,E SEI, resulta que zU, está con 

tido em x17, que € discreto por (18.3) e (17.1); portanto, YU, = XI, N XÚ, 
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€ finito. Como y € injetivo, resulta que U, € finito; portanto, AU, tam-' 

bém o é. Cl 

.— O teorema de invertíveis de Dedekind será obtido como consegiién- 

cia do fato de AU 1)) ser mesmo uma rede completa de H, fato este que 

será demonstrado a seguir, usando-sé a seguinte proposicño. 

(18.10) Seja € um subconjunto de y *H, limitado em 1*'. Entúo, o subcon- 
junto uC de Hi é limitado em 16** (e, portanto, em H). 

Demonstragúo. Sem perda de generalidade podemos supor que 

CE (En. E 0)E | <p G=1,...,5), 
la] <p K=1,...,0) 

para algum p> 1; entáo temos que u,a < log p(j =1,...,s + 1) para 
qualquer ae C. Por outro lado, de Ccp 1H resulta que 

Ma +... + 4,40 =0; logo - - 

pa = (ua +... + 10 + ria +. + Med) —(s +1— 1) logp 
€, - portanto, laa] < (s +D:i0g p G=1...,s+ 1). Concluimos que 

N hal = A mal +. —+l Te <(5+5? - logp; portanto uC € limitado 
em Rs! 

(18.11) TEOREMA. Seja S um subanel de 1, tal que Q(S)= L. Entño, MUS) 

é. uma -rede completa em H. 

Demonstracúo. Basta indicar U um subconjunto B de EH, limitado em E”! 
tal que y *H= [] ye-B. De Tato, teremos entio que 

ce Us) 
= MU"H) = U de+t uB) > UU, ¡CB e sendo uB- limitado 

eel) 

em H, por (18. 10), resultará de (17. 3) e as 9y que ALU(S) € wma  rede com 
pleta em H. 

Por (18.3), 75 é uma rede completa. em iS! com volume nño- nulo, 

Para construirmos B, escolhemos Pra 7 vol( (xs) e consideramos em L*' 

a) cubo Le dimensional C= y 7; el PE EPU=L.. »", o qual 
._ j=l . Dn 

obiamente é ¡imitado, simétrico e convexo .€ tem o volume vol(C)= (20).
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LL 

Notamos que, para qualquer c= Y y,- ejeC, temos que | Mc|= 
si 

ido P9l + PYoaa He Pera | [yy a HE AP S2- 0 Por 
(1.17), existe um número finito de elementos nño-nulos ay, ..., a, de $ tais 
que todo « ESO) com | AM ga] <2'- p" seja asociado a um deles. Seja 

a 

B= 4 'Hn  xe7!- €; obviamente B'é limitado em L*', 
se: 

Afirmamos que |] ye: B=u 4H. A inclusño € resulta do fato de, 
ECTS) 

para quaisquer e € V(S)e be B, termos que A (ye - b)= Mi ge + Mbef1, —) 
€, porfanto, ye - be y !H, devido a (1.110), (18.4) e (18.7). Para provarmos 

a inclusio inversa, observamos que, para qualquer a € 4-!H, a « yS é uma 

rede completa em E*', com volume volía- 75) = Hal + vol(S)= volys), 
devido a (18.6) e (18.7b). De vol(C)= (20 > 2" - vol(a - x5) concluimos, 

- por (17.8), que Cr(a + 250) E %, ou seja, que existe == a+ ya EC com 
2ESO). De |Mjga |=| La) -|M QA] =|M(a- ya)|=IMe|<2- 0 
resulta que existem js (1,...,9) e ee -U(S) tais que a;= a - e; logo a= 
= (x0-1)- e= ye - (ya7!) - e. Finálmente, de A Uya7 !) : e) = A (ye-1- a)= 
= Mia"! Maefl, —1) concluimos que (ya7!)- ceu-1H; portanto, 
lxaj?)- ceB e assim aeye -B. O 

De (18.11) obtemos, como corolário, o seguinte teorema de invertiveis 
de Dirichlet, válido para qualquer “ordem” S de L, 

(18.12) COROLÁRIO. Seja L uma extensño de Q de grau n que possua s 

imers0es reais e £ pares de imersdes complexo-con- 
jugadas, e seja $ um subanel de 1; tal que Q(S)=L. 

Entño, existem e,,...,E.. € U(S) tais que U(S) seja produto direto 

WO (1) O... Ots+—1) de grupo cíclico finito W(S) = WIL) n US) 

e dos grupos cíclicos infinitos gerados por Eq,..., Ecuit. 

Demonstracño, Seja r=s+1— 1. Por (18.11),existem 2,,...,c, e U(S) tais 
que de; ,...,4e, formem uma base da rede completa A(U(S)) 

de M; portanto, para qualquer e € U(S) temos que Ae=% + Ae, +... +K, - de,, 
com Zi, ....kK, EZ apropriados, Seja Pf = 6-25! ..... a7T; entáo Pe US) 
ep=de— Ls - de —...—k,- de, =0; logo Be WS), por (18.8), e, portan- 

to, e= ef... ee W(S)- (£,)- ... - (6). Resulta que 

U(S) = WIS) - fe.) ... - (6)). 

Afirmamos que este produto édireto. De fato, sejam 8 e W(S) ek, ...,k,eZ 

tais que f- ej! -...- eb = LL entáo AB 47, + des +... +. de =Dedp=0,
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devido a (18.8), e da independéncia linear de Ae,,..., Ae, resulta que 

k=...=k,=0e fi=1. Finalmente, como W(L) € um grupo finito (por 
(1.16) ou Exercicio 3.2), o grupo W(S) também o é. 

Á afirmacio principal do teorema de invertíveis de Dirichlet pode 

ser resumida da seguinte forma: 

(18.13) COROLÁRIO. Sob as hipóteses de (18.12);0 grupo. U(S) é um subgru- 

po finitamente gerado de L*, de posto s+£—1, 

cujo grupo de torcño é cíclico. 

Qualquer (5 + — 1)-upla de invertiveis E,,...,E5+-1 de S que tiver 

a propriedade indicada em (18.12), será chamada um sistema de invertí- 

veis fundamentais de 5. No caso em que S=1,, será chamada também 

um sistema de invertíveis fundamentais de L. 

Observamos que o caso s +t— 1= 0 ocorrerá se e somente se L == Q 

ou se L for um corpo quadrático imaginário. O caso em que L é um corpo 

quadrático real, no qual s+i—1I=1, será estudado no $19. 

Mencionamos ainda, sem demonstracio, que, sendo 7% o conjunto das 

valorizacdes discretas de L e R, o anel da valorizacño v, o teorema de in- 

vertiveis de Dirichiet pode ser generalizado para o subanel Jy = al R, 
ETE 

de L, qualquer que seja o subconjunto finita Y” de Y, De fato, prova-se que 

U(J,).€ um subgrupo finitamente gerado de L de posto 4 % + s+1— 1, 

tendo ML) como grupo de torgño (veja Weiss [37], 53.10). Em parti- 

cular, no caso % = dj obtemos o anel J¿= 1; (veja Exercicio 8.11), cujo 

grupo de invertiveis tem o posto s+f— 1, de acordo com (18.13). Neste 

.. contexto.cabe mencionar que o número s+ é igual ao número" das valoriza- 

c5es arquimedianas de L, como se prova facilmente, 

EXERCÍCIOS 

18.1. Indique todas as imersdes de (1/5) em C. Quais delas sño reais, 
quais sio complexas? 

18.2. _Seja C71 uma raiz quinta da unidade. Determine a rede completa 

em 1%? =C* com a base yl, xC, Xx, xE3, sendo y a imersáo canó- 

nica de CE).



18.3. 

18.4, 

18.5. 

18.6. 

18.7, 
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Sejam [7 1 uma raiz terceira da unidade e L= (7), Determine a 
rede em 1** =C a qual se obtém como imagem, pela imersño canó- 
hica y de L, 

a) do anel 1,; 
b) do grupo aditivo gerado por 1+£ e (2-2: 
e) do grupo aditivo gerado por —?2 Led. (43; 

e caícule o volume das malhas destas redes. 

Sejam L e M corpos de números algébricos tais que LE Me 
[ML] =m. Prove: 

: - , m a) Para cada imersño real o de L existe q EN, com 7 £q <mM, 

tal que a se estenda a 2. y—m imersóes reais e Mm —d pares 
de 'imersúes complexo-conjugadas de M. 

b) Cada imersdo complexa de L estende-se a m imersdes comple- 
xas de M, náo complexo-conjugadas duas a duas. 

c) O número s' das imersdes reais de M satisfaz a desigualdade 

0 quando m [í , mmavad q or par 
$ quando m for impar, 

sendo s o número de imersóes reais de L. 

Seja L= Q(o), sendo 4 uma raiz do polinomio Y? — 5. 

a) dique a imersño canónica y: L+L*!=RxC de L. 
b) Prove que x(Z[a]) é uma rede completa de L!-!: indique uma 

base desta rede e calcule o volume de suas malhas. 
c) Indique um ponto, diferente de (0,0), desta rede que esteja den- 

tro do cilindro (Ejea x CITE <—- ol <al 

Seja L um corpo de números algébricos. Prove que a imagem, sob 
a imersño canónica de L, de qualquer ideal a nño-nufo de 7,, é uma 
rede completa, e calcule o volume das suas malhas, em termos de 
d, e Na. 

Seja L= (1), sendo « uma raiz do polinómio X?— 10. Y +5. 
Prove que existem elementos invertíveis £, y de Z[a] tais que e > 1, 
A> 1, Mia =1 e e", quaisquer que sejam m, ne NO).
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18.8. Usando as notagóes de (18.12) e sendo r=s+1—1, M= AQ 
prove que: 

a) Se s 7 0 entáo W(S)= (1, —D. 

b) Se n for impar, entáo W(S) = (1, —1) e existirá um sistema de in- 
vertiveis fundamentais e;,,.., 6, de 5 tais que NM Ey = ...=M6,=1 

eM(-1 - 5... d)=(—1Y, quaisquer que sejam e € (0, 1) e 

Ey, ae. k, EZ. . 
c) Se n for par, entáo existirá um sistema de invertíveis|funda- 

mentais £,,...,6, de $ tais que 

Me =..,=ME,.1=le ME... 9= Me, 

quaisquer que sejam (e W(S) e K,,...,k, eZ. 

8519, Invertíveis em corpos quadráticos 

Estudaremos neste parágrafo o grupo U(S) dos elementos invertiveis 

de uma “ordem” $ de um corpo quadrático, bem como o seu relacio 

namento com as solugdes da “equagáo de Pell" Y? —k- Y*=1 e de outras 
equagoes diofantinas, 

No $2 foi provado que todo corpo quadrático é da forma L, == D/A), 

com de ? univocamente determinado, e que 1, ó formam uma base para o 
seu anel dos intetros [;, considerado como Z-módulo, sendo ¿8 = JA 

[respectivamente "e “) no caso em que d=2 ou 3 (respectiva- 

mente= 1) mod 4. É óbvio que, para qualquer neNV(0), 5, ,=ZTn - é)é um 

subanel de 1, que 1, n- ó formam uma base para o Z-módulo S¡,, € que 
San E Sa, 5€ € somente sen for tim divisor de 11; em particular, temos que 

Ta=Su,1. Recordamos aínda que discr ¡o(l, it - 8)=n? - di, e (l4:Sa,)=n 
(veja 84A e (5.7). O seguinte teorema mostra que todo subanel de Ia, 

diferente de Z, € igual 4 um dos anéis Sy y. 

(19.1) TEOREMA. O conjunto FS, dos subaméis S de 1; tais que ZAS 

está em correspondéncia biunivoca com o conjunto NACO), 
dada pelas aplicacóes 

ni, (MENVO) e SS (,:5) Ge). 

Demonstracño. De Sy, = 84 y decorre que n=; portanto a aplicacño 

ne Sa, € Njetiva, Basta mostrar que ela é sobrejetiva, Seja
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SES entáo todo elemento de Sé da forma a+b - 6,coma, be 7, e existe um 
menor ne NVO) tal que c+n- des para algum ce 7; portanto n: 8€e5S 
€ assim S; ,£ 5. Por outro lado, seja a+b- deS, com a, beZ. Existem 
q, Y EZ tais que b=q.n+rcO<r<mn; portanto a—q.e+r-b= 
=(a+Db-3)—q-(e+1n-ó)€S; logo r = 0 pela escolha de nm, e assim 
a+b-065,. - 

Observemos que os Se, sio exatamente as “ordens” de La no 
sentido de (5.5). Notemos ainda que, no caso em que d = 1 mod 4, temos 
que Sy 2, = Zfn- /d] €-que ás vezes convém usar, neste caso, a base 
1n-/d em lugar da base 1,21. 6. 

Recordamos que o grupo dos elementos invertiveis de $ e 9%, € dado por 
U(S)=(yesS| |Yn|=1) = Ull.)ns, sendo AN =Miga (eja (LILo). 
As vezes convém separar os invertíveis de norma 1 dos de norma —1: 
por isto definimos U,(S)= (y eS 1 =(- 19) €e=0,1), € assim 
U(S) = U-(S) ú U1(5) (reido disjunta). Recordamos também que 

MCx+y-n-/D=x-—n.d.y e 

A A 

quaisquer que sejam x, y e O. Concluimos que vale a seguinte proposi- 
sño, quaisquer que sejam a,beZ7 e ee(0,1): 

(192) aj a+b-n- /deU(Z[n- NZi) se e somente se (a, b) for solugño 
da equagño X?*-—n?.d. Y=(—1y. 

b) No caso em que d=1 mod4 teremos que a+ b-n-8€ U.S; ,) se 
e somente se (a,b) for solugño da 'equagño - 

X+m.X- YE. Y =(—1). 

— Notemos que a afirmagño a) se aplica náo somente a0 caso em que 
d=2 ou 3 mod4, no qual Z[n - /d]=5¿,, mas também a0 caso em que 
4=1 modd4, no qual Z[n- /d]=5,, »,. 

Quando o corpo quadrático: La for imaginário, .isto é, d <0, temos 
que Vi(s)= , e V(S) = MS) (veja (2.7), em concordáncia com o teorema 
de invertíveis de Dirichlet (18.12). Considerando as equagóes indicadas em
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(19.2), obtemos a seguinte generalizacño do teorema (2.7), que mostra que 

1, €, sio os únicos Se(S, ,|de2, neNVO)) tais que o grupo U(S) 
tenha ordem. > 2. | - 

(19.3) TEOREMA. a) UY )= U(S-., )=(1, — 15 —i). 

b) UU -3)=U(S-3, )=(017=0,...,5) onde T= 5 

e) U(S,,,)=(1, -1) para qualquer. (d,n) € (1, 1); (- 0 

Demonstracúo. Resulta do fato de as equacdes indicadas em (19.2) pos- 

suirem solucóes náo- triviais (isto €, diferentes de (1, 0) e 
(—1,0)) somente nos seguintes casos: Se 4=.— 1, n= 1, entáo Y + Y=1 
terá as solucóes náo-triviais (0, 1) € (0, —b; se d=-3, n=, entáo 

X* + X- Y+ Y*=1 terá as solugóes ao niiad (0, 1), (0, — 1), (—1, 1) - 

e (1, —1) dl 

Quando o corpo quadrático La for real, isto- €, d > 0, teremos 

que WS) = £1, — 1) e, pelo teorema de “invertíveis de Dirichlet, 

U(S) = (1, —1) Oe), onde £ tem ordem o(e) infinita, Obviamente, e pode. 

ser substituido por qualquer um dos elementos e, — 8,8, —e *, e exa- 

tamente um deles € maior que 1. Portanto, podemos supor que £> 1, e 

este elemento será chamado o invertivel fundamental de $. 

Para calcular e, convém considerar o conjunto Y(S) = (7 € U(S) | 7 > 1). 

É óbvio que Y(S)=(2'|je NV0)) e, portanto, e € o menor elemento 

de Y(s). 

(94) Para quaisquer de 9 e ne NO) temos que 

VOS, S(a+b-n-ólabeZ, a> 0, b> 9), 

exceto no caso (d, n) = (5, 1), no qual “a > 0” deve ser substituido por “a > 0”. 

Demonsiracño, Sendo q o único automorfismo náo-idéntico de Lo, 

temos que 0,/d= —- /de (7 - y dogo: 
2 

ó-—08>0, Seja nEV(S,.), digamos, n=a+tb-m-60, com. 0, bez. 

De 7-06 = M1 EÍ1, —1) resulta que oye (77, — 41); portanto 

ja+b-n-06|=|0n|<leb:n- (6-08) =1n- a > O; togo b> 0. Como 

— 75 
vó<—l (on excegño do caso d= 5, no qual —1<o0= ! 5 < ”)
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concluimos da desigualdade | a-+b- n aó|<1 que a>0 (com. excecño 
do caso d=5, n=1, no qual a>0). Cj 

Distinguiudo novamente entre os: invertíveis-com norma 1 e os com 
norma —1, escrevemos Y(5)= 7,(5) U Y,(S), sendo 

v.(9) = V(S) 1 U.(9) = (MES|1>1, My = (1) (e=0,1). 
Estes conjuntas podem ser caracterizados da seguinte maneira. 

(195) TEOREMA. a) No caso em que d=2 0u 3 mo'4 remos que 

VASi)=(a+b-- /dla,beNVO), a? n.d. b2 =(—1Y) (e=0) 1). 

bi No caso em que d=1 mod4 temos que 

VS, fo+ n: ólaEN, beNVO), d+n-a-b—r?- PCD 

= +5 djabenvo),e ad BC: ahe=0,D 

Demonstracño. A alirmacio a) e a primeira igualdade de b) resultam de 
(19.2), (19.4) e do fato que a + b + n- 6> 1, quaisquer que 

sejam a EN e beN0). Para provarmos a segunda igualdade de b), su- 
pomos que 4=1 medd, Seja 17€ V.(S, ,), digamos, y =a+6b-n-64 

com «EN, beNVO), Entño temos que y= E + >. He Jd, 

2 - a? 

onde a'=2:a+b:neNVO0), e de Al 1Y, ou seja, 

2. d: >= (—1y-4. Por outro lado, seja y == + > n- Ja 

tal que a,beNV(O) e a? —m.d.b> =(— 1-4; entáo Z=n?.5 
mod 4, NE a=H-b+2-a" para algum a "eZ. Concluimos que 
H=a +b.n-6ó € Sy, € MeSMO YE V.(S; ,), uMa vez quen> le 

2 Pe 
a de =(- = 

a 

O seguinte corolário será útil para calcular ojinvertivel fundamental,
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(19.6) COROLÁRIO. Sejam 1, 11 € V(Sa y), digamos 

a; + bj n- /d quando d =2 0u 3 mod4 

Ni = DD, 
+ ne (A quando d=1 mod4 

onde aj, b;e NO) (= 1,2). Enrño, 7, < 1, implica b, <b>. 

Demonsiragúo. Seja. q =1 (respectivamente = 4) no caso em que d=2 
ou 3 (respectivamente = 1) mod 4. De (19.5) resulta que 

a7—.d-.bie(g, —9), logo ajta>n? -d:bj>aj—ali=1,2) Se 
D, > bo, entio al +q>n?-d-bi>n"-d-(b,+17 >? d-bi+2.d> 
>a—qg+2-d>a3+q, uma vez que d> q; portanto a, > a, € assim 

M> Aa. 

Concluimos de (19,6) que, para obter o invertivel fundamental e, 

de S¿u, basta determinar o menor número beNV(O) tal que 

a? n.d. b eíq, —q) para algum a € NVO!, ou seja, que n? » de b* —q 
oy 2 deb + q seja um quadrado em NO). Nos seguintes exemplos 
será calculado, para alguns valores de de 2 e neNVO), o par 

(1d. —q deb 49), 

sucessivamente para b= 1, 2,3, .... O primeiro guadrado ocorrendo num 

--par deste tipo (posto em grifo)fornecerá o-número -qeNVO! tal-que 

at+b-n-./d quando d=2 ou 3 mod4 

n= 4 Ln: /O quando d=1 mod4, 

e teremos que /E,.,= — 1 (respectivamente = 1) se e somente se — qua- 

drado ocorrer como o primeiro (respectivamente segundo) elemento des- 

te par. 

b= b=2 b=3 b=4 
n=1 (7,3) E =1+ /2=8; 

n=2 (19) E:-342: /7=4 
n=3 (17,19) (71,73) (161,163) (287,289) e73=17412: /2=€1 
n=4 (31,33) (127,129) (287,289) 62,4=17+12- /2=6i 
1=5 (4951) e 5=7 + 5: /?=0)
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d=5j b=l b=2 

m=1 (1,9) - =D /T=is 
n=2 (16,24) e52=24 /5=8l 
n=3 (149 .. eL 
n=4 (7684) (316,324) E. es =944- /5=6 

A=17| b=1 b=2 

n=1 (13,21) (6472) ea =4+ /1T=t7 
n=2 (64,72) o E17,7=4 + /17=6,, 

b=1b=2 .. .. -b=221064 
n=1 (93,95) (375,377)... — (4593713457023 1593713457025) 

E9a,1 = 2143295 + 221064 - ./94 = 804 

Uma tabela do invertível fundamental Ed= 64, ¡ dos anéis I,= 84 
para de 2,2 <d < [O1, encontra-se em Borevich-Shafarevich [6], Table 1, 
Note-se que, a partir de e,, é fácil calcular Ed, + Para qualquer n > 1. De 
fato, da igualdade (Sa, D= YU) 81, resulta que £;, € a primeira 
entre as poténcias e/, 7, Ej, ... que pertence a Sa, +, isto é, que é da for- 
ma a+Pb:ó com nib, 

Vimos nos exemplos acima indicados que o invertivel fundamental 
E, de 1, pode ter norma 1 ou - L. Devido 4 multiplicatividade da nor- 
ma, no primeiro caso todas as suas poténcias, e no segundo caso apenas 
as suas potíéncias pares, tém norma |. Liste resultado estende- -se, de ma- 
neira óbvia, aos elementos invertiveis arbitrários: 

(19.7) a) Se o invertivel fundamental £ de 5 Civer norma 1, entáo 

vols) = (2|¿ENV(0)) — Y(S), VS) = de 
ot) = (+ 3|jeZ) = U(S), U1(8) = €. 

b) Se o invertível fundamental e de S rider horma: — 1, entáo - 

Vol) = [e] jENV(O)), V(S) = (e? 1; EN) 
Uoy(S) = (+6) jeZ), U, o = (+5! jezZ).
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Observamos ainda que se o invertivel fundamental de /, tiver nor- 

ma 1, entáo o mesmo ocorrerá com o invertivel- fundamenta! de qual- 

quer SES. 

No que se segue, os resultados sobre os elementos invertiveis serdo 

utilizados para tratar o problema de determinar as solucóes, de núme- 

ros inteiros, de certas equagóes diofantinas, isto €, equagóes do tipo 

F(X, Y, ...)=0 sendo F um polinómio com coeficientes em Z. 

Consideraremos primeiro, para qualquer ke Z que nño for um qua- 

drado em Z, a “equagío de Pell” X?—Kk- Y?=1. Mostraremos que as 

suas solugóes (inteiras) correspondem biunivocamente aos elementos in- 
vertiveis de ZE /K] com norma 1. Observamos inicialmente que k = 1" - d 

para de 2 e neNVO) univocamente determinados; portanto 

Z/k]= Zon: /d) = Sa, (respectivamente = 5, 2,) 

no caso em que d=2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4 e, portanto, é 

um subanel! de /;. 

Para visualizar tal correspondéncia, convém introduzir em Zx Za 

multiplicacño ; definida por 

(a, Die b)=(a-0 +b-b «ka-b+a'-6) (aba, dez) 

Munido desta multiplicagño, além da adicío componente a componente, 

o conjunto Z x Z torna-se tim anel 9, isomorlo a Z[./k]=Z[n- /d]; 
de fato, a aplicagño definida: por 

(ab)a+b- /k=a+b-n: /01 (abeZ) 
é um isomorfismo 9, de %N, sobre Z[./E]. 

Denotaremos por ll, (respectivamente 1, ,) a imagem inversa de 

U(Z[./]) (respectivamente de U,(Z[./E]), onde ee (0, 1).) pelo isomor- 
fismo 0,. A primeira afirmacáo de (19.2) pode entáo ser reformulada da 

seguinte maneira. 

- (19.8) TEOREMA. WU, ; é 0-conjunto- das -solucóes -da-eguacño 

XK. Y =(—1 (e=0,D). 

No caso em que £ <0, obtemos imediatamente de (19.3):
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(19.9) TEOREMA, a) Ho... = Y, = 1(1,0), (—1,0),(0, 1), (0, —1)). 
b) Uco, = Ue = (1,0), (-1,0)) quando k < —1. 
e) U 1 =$ para qualquer k <O, 

Em outras palavras, quando k for negativo, a equagño de Pell pos- 
suirá apenas as duas (e, no caso k= —1, as quatro) solugóes triviais, en- 
quanto que a equacño X*—k-. Y?= 1 nño possuirá nenhuma solucño, 

No caso em que 4 >0, denotaremos por e; = (0, ,) a imagem in- 

versa, sob ,, de invertível fundamental do anel 7[. /%] e recordamos que este 
€ igual a ey , (respectivamente £, ;,) nO caso em que d=2 0u 3 (respec- 
tivamente == 1) mod4. O seguinte teorema é uma consegtiéncia imedia- 
ta de (19.7). 

(19.10) TEOREMA. a) Se o invertível fundamental de Z[/K] tiver nor- 
ma 1, entño U, ¿=U,=f+e|jeZ) e U, ,=d. 

Isto ocorrerá, em particular, quando NM” E=l. - 
b) Se o invertivel fundamental de Z[/k] tiver norma —1, entño 

Yo, ¿= (+ jEeZ) e Uy ,=(+eNjeZ). 

É claro que as poténcias de e sio entendidas no sentido da multi- 
plicacño:, e € fácil calculá-las sucessivamente; por exemplo, 

ef = (0% + we k, 2- 4- wo, el = (0 + 3- mx - wi, 3-02. we w - K), 
....além disto, ex! = (v, — wi) (respectivamente = (— y, w)) , 

ho caso em que o invertivel fundamental de Z[,/K] tiver norma 1 (res- 
pectivamente — 1). 

Os resultados assim obtidos sobre as solucóes da equacño de Pell 
serio reformulados no seguinte corolário, 

(1911) COROLÁRIO, Para todo k > 0 que náo for quadrado em 7, 
a equagño X?—k- Y =1 terá uma infinidade de 

solugdes. A equagúo X*—k- Y =—1 núo terá nenhuma solucño (terá, 
respectivamente, uma infinidade de solugóes) quando o invertivel fundamen- 
tal de Z[/K] tiver norma 1 (respectivamente — 1). 

Consideremos ainda a equacño X?—k. Y? =cpara qualquer ce ZO), 
Seja T,(c) a imagem inversa do conjunto (E Z/KENAy == c) pelo iso- 
merfismo 8,; em particular, 37,(1) = Uy y e T(—1) = 1, ,. Verifica-se fa- 
cilmente que, em analogia a (19,8), vale o seguinte: .
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(19.12) TEOREMA. Ta(c) é 0 conjunto das solugdes da equagño 

?-—k- Y ec 

Da multiplicatividade da norma conctuimos que se te Tale), entáo 
pará todo ¿€ U , (respectivamente e U,,,) temos que e; te Tale) (respec- 

tivamente e T,(— c)). Diremos que tr e Tale) sáo asociados quando se 

distinguirem por um. fator ello, ,. Recordamos que 

(rez[/a] | || =e) 
é reunido de um número finito m>0 de classes 

UIZ[/E])- ay,..., UZE/E))- dy (Veja 1.17). 
Deste fato resulta imediatamente o seguinte: 

(19.13) TEOREMA. Ta(c) é remido de un número finito n > O de classes 

Uo, E. ¡fo .... Mo, x ta 
k 

1 

Usando (19.9) e (19.10) concluimos: 

(19.14) COROLÁRIO. a) Nó cáso em que k <0, a equagúo X? —K - Y?=c 
possul no máximo um número finito de solucóes. 

b) No caso em que k> 0, a equagño X? —k- Y =c núo possuli ne- 

nhuma solugño ou possui uma infinidade de solucóes, mas apencs um nú 
mero finito de solugóes núo-associadas' duas a duas, 

c) Se k>0 e o invertivel fundamental de Z[./E] tiver norma —1, 

a existéncia de solucóes da equacúo X? —k. Y? =c implica a existéncia 

de solucóes da equagúo X? —k. Y=— 

Mencionamos ¡ainda que estes resultados podem ser estendidos ás 

equagóes diofantinas que se obtém de uma equagáo do tipo X? —Xk - Y'=c 
através de uma transformacño das indeterminadas X, Y Por exemplo, 

considerando a transformacño X + X + Y para algun ¿ EN, é óbvio que 

(a, b). será uma solugño de X?—X. Y =c se e somente se (a— b', b) for 
-uma solugio- de X+- X.Y YI.—k. Y —e, 

Finalmente, queremos mencionar que-a correspondencia entre as so- 
lugóes inteiras da equagño X*—K- Y'=c e os elementos y e Z[/K] tais 

que My=cé um caso especial da teoria das “formas decompostas” (veja 
Borevich- -Shaforevich [6], Chapter 2). De fato, sejam L um corpo de nú-
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meros algébricos, a € 1, um elemento "primitivo E 01,...,0, 05 isomorfis- 

mos de L em C; entño FO... X= Ñ to [377 x) é uma for- 
. h=1 

ma (isto €, um polinómio homogéneo) de grau 4 com coeficientes em Z, 
e as solugóes da equacño diofantina F(Y,,,.., X,)= c correspondem aos 
elementos y e Z[0] tais que M7 oy = €. Para determinar Esses elementos, 
Os sistemas de inverfiveis fundamentais de He representam um papel 
importante, 

EXERCÍCIOS 

19.1. Usando as notacúes de (19.6), prove que 41 <Na implica ba < ba, 
com excegño do caso em que 

=Sn=Lm=-+-. = 4. 4=5n=Lm=5+5:/5 ACA 

19.2. Seja de 9, d> 0, Prove que todo elemento +invertivel y > 1 de 1,, 

com excecio de 15 no caso d=5, é o-invertivel fundamental 

de algum Se. 

19.3. Seja de 2, d> 0, Prove que: 

a) Se d=3 mod4, entáo o invertível fundamental. de da Z/a] 
tem norma 1. 

b) Se d=1 mod38, entío o invertível fundamental de 1; coincide 
com o invertível fundamental de $, ,=Z[./d]. 

19.4. Seja de, d> 0, d=l1 mod4, e seja. n=>+7> b » /deUtla, 

com a,beZ, Proyve que: 

a) 2|a se e somente se 2| b, se e somente se ye Z[/d], se € somen- 
te se 7EUIZ) /d]). 

b) Se' nEZ[/A], entño Y EZ[./d] e y mezL/a. 

19.5. a) Prove que os números b? . 3—1,b?. 11—1,b5?.6—1eb*. 21 — 
nño sio quadrados em Z, qualquer que seja beZ. 

b) Usando o fato de 170 + 39-./19 ser o invertivel funda- 
mental de z[./19 ], prove que b?.19— | (respectivamente 
b? . 19 + 1) náo é quadrado em 7, qualquer que seja be Z (res- 
pectivamente beZ tal que Pb|<39).
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19.6. 

19.7. 

19.8. 

193. 
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Sejam de 9, d>0, d=1 mod 4, neNV0) e eefo, 1). 

a) Determine as solucóes (a, eZ x 7 da equacio 

X +n.X- yn. Y =(-1y 

(tespectivamente X? + n.d. Y? =(—-1)-9, 
relacionando-as com os elementos invertiveis de S¿ . 

b) Formule e demonstre um teorema, análogo ao Corolário (19.14), 

sobre as solugúes das equacóes 

Xan XV A Pe e XxX —m.d. Y =4.ec 

(cEZ). . 

Determine as solucdes (a, b)e7 x 7 da equacio 

2- X—8B.:X1Y+.7. Y = (— Y (e= 0,1). 

(Sugestáo: Aplique a transformacáo X++>3- X+5-YYA.X+2- Y) 

Considere as equacóes diofantinas X?—6- Y*=c, para todo 

cel—-7, -5,-2, —1,1,2,5,7). 

a) Quais destas equagóes possuem uma solucio (a,b)EZ x 7? 

b) Nos casos em que tal solugáo existe, indique um método de cal- 

cular uma infinidade de solugóes. - 

Seja L= aL/A), com de %, d=2 0u 3 modá4, tal que 1, seja fato- 

rial, Prove que, para qualquer número primo p, as seguintes con- 

disóes sio equivalentes: - 

() p é ramificado 0u decomposto em !. 
(ii) Pelo menos uma dascquacdes X? —d » Y =p, X?-d. Y =—p 

tem uma solucio inteira.



CAPÍTULO VII 

EXTENSÓES GALOISIANAS 

Neste capitulo, os resultados de 612 serño reforcados e complemen-- 

tados para extensóes finitas galoisianas L| K. 
Mostraremos primeiramente que, dado um domínio de Dedekind 

'R com K=0(R), os ideaís primos BP, ..., B. de S=7,(R), acima de un 
ideal primo p de R, sio K-conjugados dois a dois, Neste fato baseia-se a 

definigño de certos subgrupos do grupo de Galois G = Aut(L | K), a saber, 

do grupo de decomposicio G? ($20), do grupo de inércia G” e de uma cadeía 

de grupos de ramificagio 6" = 64 267 265 2... ($21). Os corpos as- 
sociados a estes grupos, pela teoria de Galois, formam uma cadeia 

KsK=K=KSkKYSKIC...SL, cujos grans relativos refletem o 
comportamento de decomposicáo, inercia e ramificacño de $ sobre p. 

820. Grupo e corpo de decomposicáo 

Sejam R um dominio de Dedekind, 7, uma extensdo finita galoisiana 

de K= (KR), e S=1,(R). Para podermos provar que todos os ideais pri- 

mos de $, acima de um ideal primo nác-nulo p de R, sño K-conjugados, 

hecessitaremos do seguinte tema, que é válido para anéis R arbitrários. 

(20.1) Sejam p1í,..., Pp, ideaís primos e a um ideal qualquer de R. Se 

a=p, U...Up, entáo aC p, para algum je(l,...r). 

Demonstracño. Sem perda de generalidade podemos supor que, para quais- 

quer LjEe(l,...r) 1), temos que p;Ep,. digamos 

eL EPARL Se para todo je (1, ...,r) existir um elemento a;e alp,, ento 

Bj=Ci1"...* Caja Aj Ejjatt CL, E PI OPA NA PH BP, 

mas b;Ep;; logo Di +... FB, eap,U...UD,). O
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(20.2) TEOREMA. Sejam R um dominio de Dedekind, 5 = T:(R), sendo L- 

uma extensño finita galoisiana, e G = Aut(L | K). Entáo: 

a) 05 =5 para qualquer sE G. 

Sejam y um ideal primo nño-nulo¡de R e Bi, ..., P. 05 ideaís primos distintos 

de 5, acima de y; entño: 

b) Todo ce G induz um R/p-isomorfismo de SIP; sobre S/0%; 

G= 1: 

e) BP... $.) = [oBi] cEG); 

d) (B|) =...= (Bi) e /Mi|p)=-..= 8,19; 

9) (B| p)- SB] p) - r =[L:K] G=1...7). 

Demonstracño. a) Dado «ES, existe-um polinómio mónico Fe R[X] tal 

que F(x)=0. Para todo se G temos que F(r0)=0, logo 

ox ES. Concitimos que aS E $, e vale mesmo a igualdade, pois !S 8 

e assim S= (0715) 05. 
b) Resulta do fato de, para quaisquer ee Geje(1,...,r), a composi- 

cñ de ay (=restricio de 7 a 5) com o homomorfismo canónico de S sobre 

S/0 ter núcleo P, e estender o homomorfismo canónico de R sobre R/p. 

c) Para todo c€eG temos que aP, NR=0(B, AR)=p, logo 
“ EP, ..., B,).- Suponhamos que exista jefl,...,r) tal que 

Eto, |cEG); entio BE oP, para todo-ce G, uma vez que Y, € 

um ideal maximal de S, De (20.1) concluimos que P;£ U oBP,, digamos 
EG! 

aeBALJ PB. De a) resulta que [] 70=M1 ¡x% € BIOR = PE: 
ec EG 

logo existe 7 E G tal que aa € Pi e assim AEd Bo em contradicio com 

a escolha de a. 

— e) Para todo ceGéXEN, (0B Y dividirá o ideal p - 5 se e' somente 

“se PA dividir p - $; portanto e(oP: | p)= e(P, | y). De b) concluimos que 

B| P)=/($:1p). A afirmacio d) resulta entio de e). 

€) Resulta de c), d) c (123) 1 

A seguir, fixamos um ideal primo $ de 5, acima de p. Escreveremos 

ABE, MBIK) (ou simplesmente e, /) em lugar de e BT] p), 1 (BP) e 

'denotaremos por r CB] E) (ou simplesmente r) o número de ideais primos 

ques estiverem acima' de p. Com estas notagóes, a igualdade fundamental 

(20.2e) escreve-se na' seguinte forma: 

(Bl K) 108] K)- ABLA) = [LK]. .(0u simplesmente. e-f.r=[L:K]).
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Note-se que (B| K), MB] KJ e r( PK) dependem apenas de p= PAR, 
isto é, coincidem para todo $ que está acima de y. 

Alem disto, denotamos por .X (respectivamente 2) o corpo de restos 
R/p (respectivamente 5/9), e por x (respectivamente A) o homomorfismo 
canónico de R sobre X' (respectivamente, de $ sobre 7). Obviamente, 
L| A € uma extensño finita de gran f. Mostramos: 

(20.3) a) 2 | X é uma extenso normal, 

b) Para qualquer a ES, todas as raízes de Pa,| y (polinómio minimal de 
40 sobre H) estño em (Aoa)| TEGO! 

Demonstragao. Para qualquer z € S temos que [| (X — 00) = Far rERLAO, 
"EG 

por (1.10). Como aaes para todo ceG e daé raizdexP. x= 1 X— A(oo)), 
. “ TEG 

este polinómio € um múltiplo, en X[X], do polinómio Passar O qual, 
portanto, se fatora em L| X] em polinámios lineares. Resulta que LA 
é normal e vale a afirmacio b). -C] . 

Deve-se mencionar que nem sempre LX € galoisiana, pois a sepa- 
rabilidade de £| K nño implica a de 2 | X (veja Exercício 20.1 .) a nño 
ser que X seja um corpo perfeito. 

Os ideais primos conjugados «$ (7 € G) serúo distintos dois a dois 
se € somente se p for totalmente decomposto em L, isto é, r= [L:KI 
o que ocerrerá se e somente se e= f = 1, No caso geral, consideramos o 
subgrupo 

GB | E) = (0 ECIP =P] 
de ;, que € chamado o grupo de decomposicño de P sobre K. Escreveremos 
G” em lugar de G*($] K), reservando a notacño detalhada GP" | K) 
para o caso de uma subextensio normal E] K', sendo PY =Pns"e 
S=SnK", 

Os grupos de decomposicáo dos ideais primos de S que estio acima 
de p sño subgrupos de G, conjugados dois a dois; de fato: 

C0.4) GB K)=ac 67.0", qualquer que seja 5 EG. 

Demonstragúo.- Para quaisquer ce G e p e 67 temos que (7 o po 07 0B) = 
=0B, logo 0. G.071 < CAPI K). A inclusio inversa 

resulta de a! 0 GB] K). 0 = CY (PV) K)=67. Y
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Convém considerar o grupo de decomposicio de P sobre corpóos 
intermediários, A seguinic alirmacio é óbvia. 

(20.5) Se K=K'SL entño CAP | K)= GE nAut(L| TO). 

Seja E um corpo entre K e L tal que L| K seja normal (e, portanto, 

finita galoisiana) Denotaremos por 0 o homomorfismo canónico de G 
sobre 6 = Aut(£| K), com núcleo Aut(L| ”), dado pela restricio 0++ 07. 

(0 E G). A seguinte proposigio mostra que 6(9Y | K) € canonicamente iso- 

morfo a 6”/GY($P | L), onde P=$PAnS, S=SNL". 

(20.6) A restricño de 0 ao subgrupo G” de G é um homomorfismo sobrejetivo 
0:62. GAP | K) com núcleo GAB| L). 

Demonstracño. Para todo ce 67 temos que (00) = BnoL=P, logo 

0 € GAP | K). Por outro lado, todo "e GUPIK) 6 a 
restricdo a L de algum o E 6, e temos que TV NAS =0PnoS =P =P: 

portanto 8 = p(0) para algum pe Aut(L| £). Concluimos que pos e G7 

e dp .0)=fp.Aa=00=0'. Resulta que 07 € sobrejetivo. O núcleo 

Aut(L| E) G7 de 9” E igual a CB! Li, por (205) FI 

O grupo de decomposicáo G7 está relacionado.com.os números e, f er 

da seguinte maneira. Seja 6/67 = (0.67 | EG) o conjunto das classes 

laterais á esquerda de G% em G; entáo: 

(20.7 a) A aplicacño 5 5% (7 E) induz uma bijegño de G/G7 sobre 

(Bio EG). 
b) 7 é igual ao Índice (G: 6%). 

e) e- f é igual á ordem de G?”. 

-Demonstragúo. a)resulta do fato de $ = ¡BP se e somente se go G= =poGZ, 

quaisquer que sejam 0;peG, 

b) resulta de a). 

c) resulta de b) e da igualdade fundamental. (3 

Em particular, .Jesulta de (20,7) que
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(20.8) r=1 se e- somente se GE =G; 
r=[L:K] se e somente se G” for o grupo trivial, 

Pela teoría de Galois, ao subgrupo G7 de G é associado um corpo 
K(BP[| K) entre K e L, chamado o corpo de decomposicño de $ sobre K, 
Escreveremos K* em lugar de K($| K), reservando a notagño detalhada 
K2(9"] K”) para o caso de uma subextensño normal L | K”, sendo 
P=BPas", M=5n KkK", Obviamente, 

(209) LI K” é uma extensño finita galoisiana com Aut(L| KI= 6". 

De (20.4), (20.5) e (20.6) resulta faciimente, pela teoria de Galois: 

(20.10) a) K*0B| K)=0K%, qualquer que seja ce G. 
b) Se KE K'SL entño K(B| K)= KE. K. 
e) Se KSkE Le Ll K for normal, entño K9Y 
P=Bn59, S=SNL), . 

K)= Kn Li(onde 

O corpo de decomposicio pode ser caracterizado como o menor 
corpo K' entre K e L tal que $ seja o único ideal primo de S, acima de 
$nR, onde R=SnK. Em outras palavras: 

(20.11) TEOREMA. Seja KE K'CL, Entdo, teremos que K?=K' see 
somente se (B| K)=1, 

Demonstracño. "(P | K')=1 se e somente se G(B| K)= Aut(Lt K), por 
(20.8). De (20.5) concluimos que isto ocorrerá se e somente 

se AUL| K)< 6”, o que equivale a KSK, por (209). D 

Terminaremos este parágrafo calculando o grau das extensbes K7| K 
e L| K7 e 05 respectivos indices de ramificacño e graus de inércia, Deno- 
taremos por R* o anel Sn K?7, por p? o ideal primo $ A RE de RZ e por 
X* o corpo de restos R/p?; o qual pode ser considerado como corpo 
entre X e L.” 

(20.12) COROLÁRIO. a) [L:K2]=e-f, [K*:K]=r, 
5) ep] E) = NI K)=1, X= Y. 
0) "BI K) = 1, (PK) =e, HPLKI=7.
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Demonstracúo, a) resulta de (20.7) e (20.9). . 

b-c) De (20.11) resulta que ($! K7)=1, logo (PK) - (PK) = 

=[L:K"] pela igualdade fundamental, Por outro lado, temos que 

[L:K/]=e-/, por a), e e=ePK)- (p1K), [=/B|K)- /(P7|K), 
pela multiplicatividade do índice de ramificacño e do grau de inércia 

(veja Exercicio 12.5); portanto valem as igualdades indicadas em b)ec). [] 

Notemos ainda que r(p*l K)=r quando K| K for normal (veja Exer- 

cicio 20.3). 

EXERCÍCIOS 

20.1, Sejam K, um corpo imperfeito e R= Ko[t], sendo r transcendente 

sobre Ko. Indique uma extensío finita galoisiana L de K=Ko(1) 
tal que $ == 1,(R) possua um ideal primo $, acima de p=r + R, cujo 

corpo de restos 7 = 5/$ seja inseparável sobre X = R/p. 

20,2. Prove que K” é o maior corpo XK” entre K e L tal que e(p' 15) = 

=/(p'| K)=1, sendo.y' = PR, R =nK. 

20.3. a) Prove que as seguintes condicúes sio equivalentes: 

OIR = 
(11) e(p' | K)= y" | K) »=1 para todo ideal primo pde R que 

está acima de p, 

fi) (B| K)=e e [MB | K7)=/ para todo ideal primo $P' de $ - 
que está acima de p. 

b) Prove-que as condigóes indicadas em a) serio satisfeitas quando 

K| K for normal. 

20.4, Dado um corpo quadrático (respectivamente ciclotómico) L, caracte- 
rize os números primos p taís que K7($P | Q) = L, sendo Pum ideal 

primo de 7, acima de p-Z. 

20.5, Sejam K,, K, corpos entre K e L tais que L== K, » Ky: Prove que 

se o ideal primo p de R for totalmente decomposto em K; e em K,, 

entáo scrá totalmente decomposto em L:
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321. Grupos e corpos de inércia e de ramificacáo 

Usando as notagóes introduzidas no $20, recordamos que todo 
9 EG induz um X isomorfismo e de LS = S/ sobre S/0P (veja (20.2 b)). 
Em particular, se ce 0% entáo q será o X -automorfismo determinado 
por 504 = 005. Por (20.3), a extensio L | X € normal € tem gran f. Por 
razóes de simplificacño, faremos. a hipótese de 7 | X ser separável); 
entáo será fmita galoisiana, e seu grupo de Galois Aut(? | X) será deno- 
tado por %. . | 

Será chamado o grupo de inércia de Y sobre K; e denotado por 
CB] K), o conjunto 

(0 EG |00—aeP para todo eS). 

Escreveremos G7 em lugar de G"'$ | XK), reservando a notagño detalhada 
GP" K) para o caso de uma subextensio normal L£'| K', sendo 
P= ases" =SnKkK",O lato de GC” ser realmente um subgrupo de G” 
resultará do seguinte- 

(21.1) TEOREMA. a) A aplicagño 0:+0 (0 € G5) é um homomorfismo sobre- 
jetivo VD: 9% com núcleo CT. 

b) 67 é um subgrupo normal de G%, 

Demonstracío. a) A aplicacño indicada é um homomorfismo, pois 
Topo = dogo =5odofg=7oPod, quaisquer que 

sejam 0, p e G7. Teremos que a € 67 se e somente se Aga) = da para qual- 
quer 4 E 5, 0 que ocorrerá se € somente se 7 for a aplicado idéntica de 7 
portanto, G” é o núcleo do homomorfismo $. Para mostrar que este E 
sobrejetivo, escolhemos um elemento primitivo de L | X, digamos Af, 
onde f eS. Seja 7 € Y; entño H4P) é uma raiz de Papi. - Aplicando (20.3 b) 
4 extensdo Li K” e observando que £7= Y, por (20.12 b), concluimos 
que S(48)= Af) para algum oe Aut(Li K?)= 67 e, portanto, a(Af)= 
(Do)(28). Concluimos que os X -automorfismos 7 e Do coincidem no ele- 
mento primitivo 48; portanto eles sáo iguais. 

b) € uma consegiéncia imediata de a). [] 

Os grupos de inércia dos ideais primos de 5 que estáo acima de p sio 
sebgrupos de .G conjugados dois a dois; de fato: 

"Esta hipótese será supéclua quando X for um corpo perfeito, por excmplo, um corpo 
de característica zero ou um corpo finito. Em particular, ela será supérfiva quando K for 
tim corpo de números ulgébricos,
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(21.2) GP] K)=0 GT ca, qualquer que seja 7 EG. 

Demonstragño. Quaisquer que sejan oeG, peGT e 2ES, temos 

que - (Fopo (00) — da = olpa — aj e oP; portanto 

Ta! E EP] K) A incluso inversa resulta de 

5 » GP | K).0 S C(0'(B)] K) = 6”. m 

Seja K' um corpo entre K e L. Recordamos que 

GAP | K) = 67 n AuKL| K), 

a (20.5), e denotamos por X o grupo de Galois Aut(.2 | %X”), onde 

= Rp", y = Bn ReR =SnK.Seja 0: GBP] K)- 34 0 homomor- 

fsmo definido em (21.1) em relacño 4 extensño L| K'. Da própria definicño 

resulta imediatamente: 

(21.3) O homomorfismo b' : GUB| K)- 34 ¿ igual d restricúo do homomor- 

fismo D 67 % e tem como núcleo o grupo GB| K)= 67 n Aut(L| K). 

Pela teoría de Galois, ao subgrupo GT de G é associado um corpo 

K7(B| K) entre K7 e L, chamado o corpo de inércia de P sobre K. Escre- 

veremos K".em lugar de K(BIH), reservando a notagdo detalhada para o 

caso de subextensdes normais, Obtemos de (21. 1) o seguinte: 

(21.4) COROLÁRIO. aj ) LK" é una extensño finita galoisiana com 
AúKL| K)= 67. 

b) KT | K7 éuma extensño finita galoisiana, e 0 homomorfismo O : 6-98 

induz un isomorfismo de Aut(KT| K*) sobre Y. 

Demonstragáo. a) € óbrio, - 

b) De (21.1 b) resulta que K” | K“ é uma extensio normal e, portanto; 

finita galoisiana. O homomorfismo canónico 077 de Aut(L | K*)= G* sobre 

Au KT | K2) tem núcleo Aut(L| K)= 6"; logo o homemorfismo. O in- 

dicado em (21.1) induz um la iso D de Aut(K?| E”) sobre 9, Isto é,' 

P.IT=0. E - 

Analogaménte a0 corpo de decomposigño, o corpo de inércia.pode 

ser caracterizado por uma propriedade de “ser o menor”. De fato, usando 

as notagdes acimá introduzidas, provamos o seguiate
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21.5) TEOREMA. Seja K?<= K'<L. Entáño, teremos que K" = K' se e 
“somente se f(P[|-K)=1, ou seja, X'= LP, 

Demonstracño. G(BP| K')= Aut(L| K) por (20.5) e (209), e GP K)= 
= Aut(L| K”) n AutL| K) por (21.3) e (21.4a). Teremos 

que MP] K)=1 se e somente se X= $, se e somente se AH for o grupo 
trivial, o que ocorrerá se'e somente se (PI KI=.64$| K, por 21.1) 
Esta igualdade será válida se e somente se Aut(L| K*) 2 Aut(L| K), sec 
somente se KT K. 

Definindo R", p” e X analogamente ás definigdes de RZ, p” e 47, 
obtemos as seguintes igualdades para o grau das extensñes KT|K" e 
L| KT € para os respectivos índices de ramificacño e graus de inércia. 

(21.6) COROLÁRIO. a) [L:K"]=e, [KT:K7]=f 
b) p" | K)=1, ap" | XK?) =1, HI K) =7.- 
9 AB K)=1, AB =e, PL=1, ATL. 

Demonstraco. a) resulta de (20.12 a), (21.4 b) e do fato de Y ter ordem. 
| [2 :X]= 7 

b-c) De (20.12) resulta que r(p”| K)=P| KT) =1, e de (21.5) re- 
sulta que /(P| K)=1; logo (P| K7)=[L: KT] pela igualdade funda- 
mental. Ás outras igunidades resultam de [L: K"]=e e da multiplicativi-” 
dade do índice de ramificacio e do grau de inércia, L[] 

A situacáo descrita em (20.12) e (21.6) pode ser visualizada no seguinte 
quadro, mostrando que a decomposicio, inércia e ramificacño de $ ocor- 
rem sucessivamente na passagem de K a K?, de Ka K"ede K" ak, res- 
pectivamente. Em particular, p” é totalmente inerte em K” e p” é total- 
mente ramificado em L. 

grupo de Galois | corpo | ideal primo indice de N grau de inercia 
ramificacño 

L B 
(A | | ] e 1 

T KT 

 =6"16" | 
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Utilizaremos (21.6) para demonstrar, para o grupo de inércia, uma 

afirmacio análoga a (20.6). Seja L um corpo entre K e L,tal que El K 

seja normal; sejam $', Y e 97 como definidos no 520,7 = 5/7, 9 = 
= Aut( 2) 36), 0 o homomorfismo canónico de % sobre 7, e $ :G7-% 

(respectivamente  : GE(P'| K) +97) o homomorfismo definido em (21.1) 

em relacio 4 extensño L| K (respectivamente £| K). 

(217) a) D.07=5.0. 
b) A restricáo de 0? ao subgrupo 67 de 0" um homomorfismo sobre- 

jetivo 97: GT — CP | K) com núcleo GP | E). 

Demonstragúo. a) Quaisquer que sejam TEC” e ES, temos que 

(D(070)) (7'0) = (1(070))a = Ao) = (Do) Un) =(0- DoYA a), 
sendo 4 (respectivamente 4) 0 homomorfismo canónico de S sobre 7 

(respectivamente de S' sobre .7). 
b) Qualquer que seja 0 €G7, Di070) — bo) € éa aplicagño idéntica 

de 7, logo 90€ GP K); portanto, 07 induz um homomorfismo 
97:07 +G7($P | XK), cujo núcleo E igual a 

GABIL) n GT = GEN Aut(L[ L)N GT =0"(B[L), 

por (20.5) e (21.3). De (21.4 a) e (21.6 a) resulta que a ordem do grupo G” 

(respectivamente G(B| L), GP | K)) E igual a e= (B| K) Crespectiva- 
mente (B| L), e(P| K). Da multiplicatividade do índice de ramificagño 

concluimos que a ordem de G” é igual ao produto das ordens de GB | L) 

e de GP | K); portanto, 07 € sobrejetivo. 1 

Finalmente, de (21.2), (21.3) e (21.7) obtemos a seguinte proposicño 

análoga a (20.10): 

(21.8) a) K?(0P| K)= oK", qualquer que seja 7 EG. 

b) Se KEK'EL entño K(PIK)=KT-K. 
ce) SeKEL<SLe Li K for normal, entáo K(P|IKO=KTAn"L (onde 

P=PAn5, "=SNL) 

No que se segue, estudaremos mais detalhamente-a ramificagño total 

de p” em L através dos grupos de ramificagío. 
Para todo ¿EN será chamado o i-ésimo grupo de ramificacño de TP 

sobre K, e denotado por GY($] K) (ou simplesmento GF quando nño 

houver ambigiiidade), o conjunto 

freGt oa —aePT! para todo ces). 

O fato de GY ser um subgrupo de G7 resulta do seguinte:
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(219) Gr € um subgrupo normal de G%, para todo ¡E N. 

Demonstracño. Todo 066 satisfaz obviamente oP*! =P"! e, por- 

tanto, induz um automorfismo 7, do anel 5/01"! determi- 
nado por ro 4;= 1; 005, sendo 4; 0 homomorfismo canónico de $ sobre 

SIP", A aplicagño 0++6;(0 € G*) 6 obviamente um homomorfismo com 
ra núcleo 67; portanto G” é um subgrupo normal de G7. - (] 

, Pela definigño, Gh coincide com o grupo de inércia G”, e temos que 

Gh 267 265 2.... Nesta cadeja, somente um número finito de grupos 

sio náo-triviais; de fato: 

(21.10) Existe seN tal que GY seja o grupo “trivial. 

Demonstracño. Como Gh é finito, a cadeia indicada é estacionária, digamos 

GE = 67 =... para algum seN, logo GI NG7. 
- ¡eN 

Este é 0 grupo trivial, pois se ve G7 para todo feN, entáo 

a—a€ [) P!=(0), logo cae, qualquer que seja 268. 1] 
TEN 

E óbvio que vale, analogamente aós grupos de decomposicño e de 
mnéfcia, o seguinte: 

(21.11) Se KE K'EL entúo CUP | K)=G" n AutL| K”) (ie N). 

“Para estudar os grupos de ramificacño, necessitaremos do mé- 

todo de localizagio; isto é, da substituicio dos anéis R e S pelos anéis 

de fracóes R;y e Sy; onde M= Ry. Os grupos de decomposicño, de 
inércia e de ramificacño ficarño inalterádos quando se substituir Y 
por ($ - S,= Bi: 5,, (EN); de fato: 

(119) a) =foEGI(P- 5,)=B- Sn). 
b) Gr =faeG|0a—ae(P-S,)*! para todo aeSy) (EN). 

Demonsiracúo. a) Como B- Su =(y-m*'|ye$P, meM), por (11.1), 
P=BP implica que a(P- S,)=B - S,,; portanto vale a in- 

clusio <. A inclusño inversa resulta de 0S=S e $- Sy NS=9 (veja 
(11.2).
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b) Quaisquer que sejam 0 € G7, 4 eS eme M, temos que ala - m1) — 

—a-M=(00-—0):m teP*!. 5, =(P- Sy); portanto vale a in- 
inclusdo E. Á inclusño inversa resulta de eS =S 6 P"!.5,nS=—$P"! 
(veja 189) D' 

Fazendo a hipótese de p ser totalmente, ramificado em L, podemos 

dar aos grupos, de ramificagño uma formá mais simples. Esta hipótese 

implica, por (12. 4), que $P + Sy, € 0 Único ideal primo nño-nulo do anel Sa 

o qual, portanto, é um domínio principal (veja (11.8a) e (8.17); em par- 

ticular, $- S1y € um ideal principal de Sc. 

(21.13) Se p for totalmente ramificado em L, ento G=G"=61 e 

67 = (eG|on—re(P- 8,1) (GEN), 

qualquer que seja o gerador T do ideal ÉP- Sy. 

Demonstracáo. Pela hipótese temos que r=f=1; logo K=K"= K” e assim 

G=6"=6", Naigualdade afirmada para G% a inclusño € re- 

sulta de (21.12b). Por outro lado, seja o € G tal que on —re(P + S4,)**. Qual- 
"—l - 

quer CE Sy E da forma «= $ a; -7 com dps... An 1 € Ry, por (13.8 b); 
i=0 

logo 

"—1 M—1 

TO d= a+ (an'— n= y a; - (07 —7) > (C2 . Te e(P- Sm)*!: 

i=0 i=50 

portanto vale a inclusáo inversa. [] 

Numa certa analogía com o homomorfismo $ de G%; indicado--em 

(21.1), indicaremos para cada ¡EN um homomorfismo y; de G7, com 

núcleo G7, ,, Como preliminar mostraremos que, em qualquer anel R 

que possuir apenas um ideal maximal m, as potencias de m forneceráo 
uma cadeia de subgrupos do grupo dos linvertiveis] U(R). 

(21.14) Seja R um domínio que possua apenas um ideal maximal wm. Entáo: 

a) Para todo i>1, U,= (l+alaem]) é um subgrupo do grupo 

U, = UR) dos invertiveis: de R, e temos que U, 2U, 2Uy.... 
b) U-/U; é canonicamente isomorfo ao grupo multiplicativo de carpo 

Rm.
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ce) Para-todo i>1, UU). y é canonicamente isomorfo ao grupo aditivo 
do R|m-espago mi/mi41. 

. d) Se R for um dominio de Dedekind entño, para todo ¡> 1, o grupo 

aditivo de milm'*! será isomorfo ao grupo aditivo do corpo Rm. 

Demonstracúo. a) Seja ¡> 1, Para todo a e m' temos que 1+a €e Rrn= UR); 
" portanto U;< U(R). Sc a, b emi entáo (1 +a) - (1-+b)=1+c, 

onde c=a+bta-bemí, e (l+a)'=1+d, onde d=—a: (1+a) ! env; 

portante, U; € um subgrupo de U(R). O resto é óbvio. 

b) A aplicagño a+a+m (ae R) induz obviamente un homomor- 
fismo Uy +>(R/m)* com núcleo U,. Ele é sobrejetivo, uma vez que Rin= Do. 

e) Seja iz. Se a,bem' entáo (1+a)- (1+b)-(+a+b) i=- 
=l+a-b-(1+a+b) eV; ,. Portanto, a aplicacño a->(L-+0)- Uj;,i 
(a E 11) é um homomortismo do grupo aditivo ni sobre o grupo UU, 

com núcleo m**, e este induz um isomorfismo do grupo aditivo m'/m!+! 
sobre U/U;, ,. Obviamente, .mi/m'*! pode ser considerado como R/m- 
-espago (veja $9). — 

d) Por (9.2), n'/m'*! é um R/m-espago de dimensño 1. Portanto, seu 

grupo aditivo é isomorfo ao grupo aditivo de R/m. [- 

Mostraremos a existéncia de um homomerfismo canónico y; de GT, 
para cada PEN, primeiramente sob a hipótese de y ser totalmente ramifi- 
cado em L, Recordamos que esta hipótese implica que P- Syu|é um ideal 
principal e é o único ideal maxima! de Sy. 

(21.15) TEOREMA. Suponhamos que p seja totalmente ramificado em L. Se- 

jam M=Rw, U,=U(S,) U=il+a]ae(P- 8,7) 
(Ez 1)-e 7 um gerador do ideal $ - Sy. - 

_Paratodo ieN,a aplicagño a, Ur (06 67 independe da es- 
TE 

colha de Teé um homomorfismo ” 167 > UU; , com núcleo 1 A. 

Demonstrago. Seja 0 € a, Por (21.12) temos que 0a—a e (9 - s para 

todo deSy. Portanto—1 le($P. sy e assim “e Vies 

para todo ce U,, e te. Sm); logo eb, SE 5,T E 7 entño 

ot o on 4 06 
2=eU,e Us; logo —e Uy: QU: o" — —.—.j) portanto, a 

ñ E n E Tx E
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aplicagio indicada € um homomorfismo de GF em U;/U;., O seu núcleo 

on .. OT 2 
€ Gí+1, pois — e U¡,, seesomentese on —€e(P- 91), sé € somente 

n 

se EG, r. O homomorfismo independe da escolha do gerador 7 de + 

$P - Sy; de fato, se 7-for um outro gerador, entáo 7" =7- € para um certo 
r 

FT OT dE gE 
-=—*—eom eV, 

7 E: e E 
£€ Up, logo 

A hipótese de y ser totalmente ramificado em L pode ser eliminada: 

(21.16) COROLÁRIO. Substituindo-se M por MT= Ra firmagto do 

Teorema (21.15) vale sem a hipótese di p ser total- 

mente ramificado em L. 

Demonstragño. Como y = PART € totalmente ramificado em L, por 

(21.6), a afirmacgio de (21.15) vale para os grupos GY(P | K7) 
e os grupos U; definidos em relagio ao anel Syr, Por (21.4) e (21.11) temos 

que G/ = Gf N GCT=GN.N AuYL| K7)= GP | K7). 

Compondo y, com os respectivos isomorfismos definidos em (21.14) 
e observando que 2 =S/P € canonicamente isomorío a Sar/$- Sir 
por (11.85), concluimos: 

(21.177 COROLARIO. a) 67/GY é canonicamente isomorfo a um sub- 
grupo do grupo multiplicativo de ?. 

b) Para todo i> 1, GT /G[, , é isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo 

de Y. 

Recordamos que todo subgrupo finito do grupo multiplica 

“tivo. de--gualquer -corpo € cíclico, e-que- sua ordem náo € divi- 

sivel pela característica do corpo (veja (3:1) e (3.2). Pot outro lado, o 

grupo aditivo de um corpo possui como subgrupos fínitos obviamente 
apenas o grupo trivial no caso de característica zero, e p-grupos elementares 

(isto €, grupos isomorfos a produtos finitos Z X ... Xx Z, onde 7 tem ordem 

p) no caso de características p % 0, 

Um subgrupo A de um grupo finito T será chamado p-stibgrupo de 
Sylow de T se A for um p-grupo (isto é, sua ordem:for uma poténcia de p) 

e o indice (I' A) náo for divisivel por p. Pelo segundo teorema de Sylow, 
os p-subgrupos de Sylow de F sio conjugados em T dois a dois, 

Estas 'observagdes permitem tirar de (21.17) as seguintes conciusóes:
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(21. 18) COROLÁRIO, a) Se £ tiver característica zero, entño G" será 

um grupo cíclico e GÍ será d grupo trivial. 
b) Se £ tiver característica p E 0; entño GTIGT será um grupo elclico 

cuja ordem nño é divisível por p, e para todo i= 1, G; Y/IG!, , será um p-grupo 

elementar. Além disto, GY será o único p-subgr' upo de Syow de G7. 

Demonstragúo, a) Por (21. 17), 60% € cíclico e 67. é 0 grupo arivial 

para todo i> 1; logo GY=GY=GY=.... De (21.10) resulta 
que GT € trivial e que G=G"/G. . 

b) As afirmacóes relativas aos grupos G"/GY e Gr/GY, resultam de 
E 17). A ordem de GT é o produto das ordens dos grupos G7/G%,... 

-1/G7, as quais sio poténcias de p; portanto, G7 é um p-subgrupo de 

Sula de G". É mesmo o único, pois GY € normal em 67. 

" Pela teoria de Galois, ao subgrupo GY é associado um corpo K 
entre K e L, chamado o i-ésimo corpo de ramificagño de Y sobre K, para 

todo ¡e N; obviamente KT = KI CKYCKYc...e Ki= Kn=..=L. 
De (21.18) e 1. 9) resulta o seguinte: 

(21.19) COROLÁRIO. a,) No caso em que Y tem característica zero, 

temos que KY-= KE =...=L. 
b) No caso em que LS tem característica p* O, para todo i>1 a ex- 

tensño L| KY é finita galoisiana e Aut(L| K7) = G7 ¿ um p-grupo; -em par- 

ticular, AutL| K!) é o único p-subgrupo de Sylow de AutL| K7), Além 

disto, KY, ,/KY é finita galoisiana e Aut(K?, | KY) é p-elementar. 
€) KY | K7 € finita galoisiana e Aut(KY | K7) é canonicamente isomorfo 

a um subgrupo de L*. Em particular, este grupo é cíclico e, se 2 tiver caracte- 

rística p%£ 0, sua ordem náo será divisivel por p. 

d) Para todo ie N, KK” é finita galoisiana, 

Añalogamente aos corpos K* e KT, o corpo KT pode ser caracterizado 
por uma propriedade de “ser o menor”; de fato: 

(21.20) TEOREMA. Suponhamos que ? tenha característico PEO. Seja 

. KIEKEL, Entño teremos que KY = K' se e so- 
mente se e P| K) for uma poténcia de p. 

Demonstraco. Como pr € totalmente ramificado em £; y" = PNA(SNK') 
também o é; logo e(BIKI=[L: K'1; portanto e( BE) será 

uma poténcia de p se e somente se Aut(L | K”) for um p-grupo. De (21.19b) 

concluimos que isto ocorrerá se e somente se Aut(L| E) [en Au(L| EY, 
se e somente se KY SK.
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Para poder tratar simultaneamente os casos em que 7 tem caracte. 

tística zero 0u p 0, convém introduzir o expoente caracter Ístico de um 

corpo, Este será definido como 1 quando a característica torz zero, e igual 

4 característica quando esta for p=0. 

- Seja p o expoente característico de £, entño =p. € bnde tEN 
(1 A 2=1 (em particular p'=1, 3=e no caso p=1). Sejám R”=Sn KY 

= Bn R, Entáo: 

(21.21) COROLÁRIO. a) [L:K7]= BL K) = 
b) [K[ :KT]= ap" |K)=7, e MUUTLI) canonicamente iso- 

morfo ao grupo Us 

Demonstragúo. De(21 $ concluimos que [L:KY]- [KAY K=[L:K]=" 
. =p E [L:KI]= (B| KY) e [K: KT] =le(p" | K”). De 

(26.20)resulta que [L: KE uma poténcia de p e que MDC(p, [KY : K'1) = 

=1; portanto, [L: Ki] =p" e [K? : K]=7, Como o grupo Aut(KY| K?) 
tem ordem [Kf :K”]=%, o subgrupo de 2* ao qual é canonicamente 
isomorfo por el. 10c), € igual a MP), por 3.1) 

Á parte superior do quadro na página 81 pode ser refinada, através 
da insergño do corpo KT, da seguinte maneira: 

: . . | Índice de MET Erupo de Galois | corpo | ideal primo E , " grau de inércia 
- ramificacio . " 

L 2 
GT | o p ! 

WI) = G"IGY t | | e 
u KT pr 

Isto mostra, que a ramificacño existente entre K7 e L se obtém em duas 

etapas. Na e de KT a Kf écorre a ramificacño mansa (isto É, 

MDCI(p, ap” [57 = 1) seguida pela ramificacño selvagem (isto é, e (B| K)= 

- =P) na. passagem de KY.a Lio selvagismo, desta ramificagño pode ser 

descrita pelos grupos p-clementares G7/G%, G/G5, ..., G7. /G7. Evidente- 
mente, náo ocorrerá nenhuma ramificacño selvagem quando L tiver” 

característica zero. ; . 

A cadeia 6207 267 >... 267 de subgrupos normais de G? for- 
nece ainda o seguinte:
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(21.22) TEOREMA. a) 6" =— AutL| K) é umi grupo solúvel. 
_b) Se 9= Au(.2|.X) for um grupo soltvwel, entúo G* 

também o será. 

Demonstragúo. a) Na cadeia ap indicada, os grnpos quocientes 
6/61, 67/65, ..., 07 1/G,sño grupos abelianos, por(21.17), 

e.07 €.0 grupo trivial, por el. 10); portanto, G7. é solúvel. 
- b) Como % é isomorio a 6%/G” por 121.1), da solubilidade de y re- 

sulta ade 67/67, Sendo: G7/G" e G7 solúveis, o grupo G* também oé. [1] 

Note-se que % será solúvel (e mesmo cíclico) quando A tor um corpo 
finito e, em particular, quando IL for um corpo de números algébricos. 

O Teorema (21.22) tem uma interessante “Consegiiéncia a respeito da 
possibilidade de L ser gerado por radicais: - 

1. 23) COROLAÁRIO. a) LIKT é uma extensño solivel por radicais. 
”b) Se Y for solúvel, entño L| K-será uma extensño 

- soltvel por radicais, 

Note-se que, no caso em que L tiver característica px 0, a nogño 
“sofúvel por radicais” deverá ser entendida no sentido da definicñio feita 
em Lang [20], Chapter VII, $7, admitindo como “radicais” também as 
Taízes de polinómios da forma X?—X—a 

Observemos - ainda que as ordens dos grupos de ramificacño 
Gb, GY, ..., 7 estño relacionadas com o diferente, mencionado no $13 
(veja Ribenboim [28], Chapter 11, Theorem 3), Um estudo profundo dos 
grupos de ramificacño, feito sob certas hipóteses adicionais, -encontra-se 
em Serre [32], Chapitre 17.7 : 

FXERCICIOS 

21.1: Prove que KT (respectivamente. K?)- € o maior corpo K" entre K e L 
tal que e(y'| K)=1 (respectivamente MDC(p, e(y' | K)= 1), senda 
Y=PPnkR, R=SnKepo expoente característico de £. 

21.2. Dado um corpo quadrático (respectivamente ciclotómico) L, caracte- 
rize os números primos p tais que 

a) KPBIK)=K e K(P|K)= 
b) K(P-R)= E e KO] — La 
e) KY(BI| K) = | a. 
sendo $ um den primo de-/, acima de p-Z” | 

?
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21.3, 

214. 
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Sejam. L| € uma extensio finita normal, p um número primo que 
náo divida [L-: O] e P um ideal primo de 7,, acima de p- 7, Prove - 

que .e(B[| Q) divide p” 1, ondé Fr =/(P| O). 

Seja $ 0 isomorfismo de Aut(KT| K”) sobre 9, definido em (21.4 b), 

.e seja 97710 conjunto dos corpos que estáo entre K2 € K”..Prove que: 

21.5. 

9- Amociando ae a cada Ke ST o corpo X'= Ry, onde 

=SnK' ep=BPAR', obtén-se uma bijerño de 37" sobre o con- 

junto dos corpos que estáo entre X e FL, tal que BANK 7 KY= 
= Aut( 2 | 4). 

b) No caso em que X é úm corpo finito, a aplicagño K':++ Le: K' 

é uma bijegño de 7" sobre o conjunto dos divisores positivos 

de F(BLK).- 

Seja y o isomorfismo de Aut(KY| K7) sobre W(7), indicado em 

— (21.21b),e seja 1770 conjunto dos corpos que estáo entre K? e KY. 
Prove que: Associando-se a cadaK'e 8770 gran e =[KT: K 

- obtém-se uma bijegdo de :8 sobre a conjunto dos divisores posi- 

21.6. 

21.7. 

tivos de e, tal que VAutCKT | K) = (7). 

Generalize os resultados do $21 ao caso geral em que a extensdo 
| .X náo € necessariamente separável. Prove, em particular, que 

XT e X" coincidem. com o fecho separável de X em £. 

Sejam £ um corpo de números algébricos, LIK uma extensáo 

finita normal, p um ideal primo de 1, nño- -ramificado. em Leqg=p. 
- Prove que, para todo ideal primo $ de A acima de p: 

a) GB | K) é um grupo cíclico, gérado pelo K-automorfismo P, 
- univocamente determinado por pa —u*e 8, pará todo «2 € 1. (Este 

(- chamado e automorfismo de -Frobenius, e € denotado por 

(*B, L| K)) 
6) (09%, L|K)=0.(B,L| K)eo"! ! para todo e Aut(Lf A). . 

ce) Se KSK'<L emtáo (BL 5) = ($, LI KY, sendo 

D=MBPOk| 5. 
d) Se KE LEL, sendo ENK normal, entáo 

“BP, L| K)= (Po, LÍA, 

onde 97 é:0 homomorfismo indicado em (20.6). Veja Samuel 

[30], $63) -



EPÍLOGO 

Como foi mencionado no prólogo, este livro tem como origem as 

netas de aula de um curso, de duracño de um semestre, dado pelo autor 

em várias ocasides. Isto explica a limitacio deste livro, e o leitor deve-ser 

advertido para 6 fato de que, através deste, aprendeu apenas uma ínfima 

parte da Teoria dos Números Algébricos, mesmo em relagio a0 estado 

de desenvolvimento da teoria até o inicio deste século, como se pode 

verificar facilmente consultando um dos livros clássicos de Hilbert [18], 

Hecke [16] ou Hasse [13], Falta, em particular, a Teoria dos Corpos de 

Classes, que teve seu inicio no século passado e culminou na “Lei de Reci- 

procidade Geral” provada por Artin [2]. A história desta teoria, juntamente 

com uma ampla lista de referéncia, € apresentada em Hasse [14]. 
Foi mencionado também que, devido ao caráter introdutório deste 

livro, foi adotado o ponto de vista clássico, baseando a teoria na nogio 

fundamental e intuitiva do anel dos números inteiros /, de um corpo de 

números algébricos L. A alternativa, usada em alguns outros livros > 

como por exemplo, Hasse | 15] e Weiss [37] — de partir da nogño de valo- 
rizacáo, tem a vantagem de conduzir diretamente ao poderoso “método 

local” que relaciona o corpo L com os seus completamentos, método este 

que se tem provado.indispensável para se obter certos resultados mais 

profundos. - 
Vários resultados importantes da Teoria dos Números Algébricos 

náo podem ser provados sem langar máo do “método analítico”. Men- 

cionemos neste contexto o teorema de Dirichlet sobre números primos 

numa progressáo aritmética e a fórmula de números de classes h,, ambos 

envolvendo a funcio zeta de Dedekind, definida como 

1 7 . 
PEE 

(Nay 

onde a'percorre os ideais de 1,, e convergente para 1 <s< 00. Uma exce- 

lente introducío a esse método (o qual está fora do ámbito deste livro) 

encontra-se em Borevich-Shafarevich 16]. 

(9) = E
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— Náo podemos descrever neste contexto, nem em linhas gerais, o desen- 

volvimento mais recente da Teoria dos Números Algébricos. Uma certa 
visio deste desenvolvimento até 1965 pode ser obtida através do livro 

Cassels-Fróblich [7]. Consultando esse livro, o leitor observará a im- 
portáncia que o "método cohomológico” tem para a Teoria dos Corpos 
de Classes, bem como para a solucio (negativa) do problema da finitude 

de torres de corpos de classes, mencionado no $10.
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