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PROLOGO

A Teoriz dos Nimeros ¢, em principio, uma teoria dos numeros ra-
lonais ¢ inleiros ¢, em grande parte, estd ligada ao problema de resolver:
quagdes diofantinas, isto &, encentrar soluges inteiras para equacgdes
lgébricas F(X|,...,X,)=0. Os nimeros algébricos surgem, de maneira
atural, como ferramenta para tratar este problema. llustramos isto por
1eio de dois exemplos: ‘

I} Para tratar a equagdo X?- Y’ — Z?=0 que, pelo famoso mas
inda ndo provade “Ultimo Teorema de Fermat”, ndo possui nenhuma
olugo de niimeros inteiros no caso em que p & um primo impar, convém
screver X7 Y¥ como produto (X + ¥)- (X+{,- ¥).- .. - (X427 Y),
sande uma raiz p-ésima da unidade {, # 1. Prova-se que o lecrema serd
alido para p quando o dominio Z[(,} for fatorial {veja: Borevich-Shafa-
wich [6], Chapter 3, §i). )

iI) Para determinar as solugdes infeiras da “equagic de Pell”
2—d - ¥2—1=0(d > L, livre de quadrados), convém escrever X2 —d - Y?
omo produto- (X —,ﬂ- )X+ Jd- Y). As sclugdes inteiras (q, b)
esta equagdo correspondem aos elementos invertiveis a + b - \/d_ do anel
[+/d], com norma igual a 1, os quais podem ser obtidos como poténcias
o “invertivel fundamental” ey =a; +b; - ./d de 2[./d] {veja §19).

Vé-se nestes exemplos a importncia dos anéis Z{{,] ¢ Z[./d], res
ectivamente, Em geral, pare qualquer niimero alpébrico o, considera-se
lém do corpo L= Ca) um certo subanel distinguide- I,.de L, o “anel
os inteiros algébricos de L", que entretanto nem sempre & da forma Zla].
) estudo deste anel, cuje papel relativo a L ¢ anlogo 4o de Z = Iy em
slagio a Q, pode ser considerado o objetivo principal da Teoria dos Ni-
teros Algébrieos, a qual, embora surgida como [ferramenta, tem se tor-
ado uma teoria independente com vida propria. - .

' Unma boua parie do estudo dos anéis 1y, ‘estende-se faciimente a do-
\inios de Dedekind quaisquer. Por isto, desenvolveremos neste livro a teo-
a dos aneis noctherianos e dos dominios de Dedekind, que pertence
‘Algebra Comutativa, na medida que for necessério para aplici-ka aos.



anéis 7. Ndo fazemos questdo de alcangar o maior grau de general
dade. Pelo contrario, procuramos simplificar os enunciados e as demon:
tragBes, restringindo-nos, onde convém, ao caso que mais nes interess
{evitando, por exemplo, extensdes inseparaveis).
Por outro lado, a finitude do nimero.de classes by, ¢ o teorema d
" invertiveis de Dirichlet sio dois fatos cruciais da Teoria .dos Numerc
que nio se generzlizam a dominios de Dedekind arbitrarios. Provaremc
o teorema de Dirichlet usando métodos geomeétricos, os quais sao indi
pensavejs também num estude mais profunde em tormo de k.
Quante aos pré-requisitos necessirios para a leitura deste livio, f
zemos forga para reduzi-los aos conbecimentos mais basicos da Algebnt
em nivel da “Introdugiic & Algebra”, de Adilson Gongalves, [10], publ
cada neste Projeto Euclides. As noc¢des basicas sobre corpos, anéis € m¢
dulos que serfio usadas neste livro, encontram-se sem demonstracio (ma
s vezes com referéncias) no §0. Resultados adicionais, inclusive os usus’
mente abordados num curso de mestrado em Algsbra, serfic demons
trados nos pardgrafos onde forem utilizados.
[ dificil justificar a publicagic de mais um livro sobre Némero
Algébricos, uma vez que ja cxistem varios livros excelentes sobre est
matéria, como por exemplo Samuel [30], Ribenboim {27], Borevich
Shafarevich [6], Stewart-Tail [33], para mencionar apenas os que mal
foram utilizados pelo autor na preparagiio das notas de aula que deran
origem a este livio. Mesmo assim, esperamos que, sendo escrito em por
tugués, este Hvro possa ser util para divulgar os nimeros algébricos n
Brasil e estimular estudos mais profundos na Teoria dos Niimeros, qu
costuma ser chamada a “Rainha da Matemética” Ble pode servir tam
bém como uma introdugdo suave e bem motivada a alguns tdpicos d:
Algebra Comutativa, pois nele as nogdes abstratas desta teoria sio in
troduzidas para serein iniediatamente ‘aphicadas ao caso concreto de ni
meros algébricos.-
v Finalmente;-queremos mencionar que -existe outra opcio,” diferent:

da adotada neste livro, para apresentar a Teoria dos NUmeros Algébricos
De fato, em lugar do “método classico” aqui adotado, que se concentr
no estudo do anel de Dedekind Iy, pode-se usar como base da teorkh
a nogio de valorizagio (veja, por exemplo, Hasse [15] ou Weiss [37])
nogio esta que aparece neste livro apenas de maneira implicita, no §8
Apesar da nogfo de valorizagio ser indispensavel para estudos mais pro
fundos, pois. permite o uso do completamento ¢ & mais adequada par:
extensdes infinitas, demos preferéncia ao método clissico devido & su
maior transparéncia..
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CAPITULO

CORPOS DE NUMEROS ALGEBRICOS

A nogEo central na Teoria dos Nitmeros Algébricos & a de anel dos
inteiros algébricos, I, de um corpo de niimeros algébricos, .. Bste anel sera
introduzido no §1, num contexto mais geral, através da no¢fio de elemento
inteiro sobre um anel R, a qual generaliza a nogio de elemento- algébrico
sobre um corpo K

O fato de 1, ser sempre um Z-méduio livre serd provado no §3. Na
caracterizagio das suas bases, o discriminante, introduzido no §4, repre-
senta um papel importante.

Como exemplos mais simples de corpos de nimeros algébricos serfo
estudados, nos §2 e §3, os corpos quadraticos e os corpos c1clotom1c:os,
juntamenle com os seus anéis dos inteiros algébricos.

Nogdes basicas da teoria dos corpos, dos anéis e dos médulos serfio
recordadas no §0.

§0. NocgBes basicas sobre corpos, anéis ¢ modulos

Neste paragrafo reunimos alguns fatos bsicos que serdo utilizados
neste livro e fixamos assim a terminologia basica nele adotada,

A) Corpos

Sejam L um corpo e X um subcorpo de L. Consideramos L como
K-espago, isto &, espago vetorial sobre K {em: relagdo A adicdo em L e 4
multiplicacdc com elementos de K); dizemos que L € uma extensdo de K
{ou L|K é&'uma extensdo). Diremos que L & uma extensdo finita de K, de
grau {L: K] =n, quando uma (¢ logo toda) base do K-espago L tiver n
elementos, Note-se que de K « L M decorre [M: K] = [M:L}- [L:K],
e que [L:K]=1 se e somente se L = K,
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Dado um subconjunto & de L, denotamos por K(#) o corpo obtido
de K pela adjungdo de s, ou seja, o menor corpo entre K e L que contém .
No caso .o = {a;, ..., &} escrevemos K{ay, ...,o;) em lugar de K{=). .

“Para quaiqucr wel, seja p, x © conjunto dos polindmios F e K[ X]
tais que F(o) =0, Isto &, que « seja uma sgiz de F. Como 2.’k € 0 niicleo
do homomorfismo K[X]-+L definido por Fe Fle)(Fe K[X]), prx
¢ um ideal primo de K{X']. O clemento « serd chamado alyébrico sobre K
se ¢ somente se p, p # (0), 0 que ocorrerd se e somente se p, g
for um ideat maximal de K[ X', se e somente se K[] for um corpo. Neste
caso, temos K[a]= K(x), ¢ p, x ¢ gerado por um polindmio irredutivel -
€ monico P, x, univocamenic determinado, que ¢ chamado o polindmio
minimal de o sobre K; além disto, os elementos 1, qa,...,&" ! formam
uma base da extensiio K{u} de K, sendo n = 8P, x (= grau do polindmio
P,y k). Por outro lado, quando « for transcendente, isto €, nio algébrico
sobre K, o anel K[«] serd K-isomorfo ao ancl de polinémios. K[X], sob
o homomorfismo acima indicado, e serd um subanel préprio do corpo
K(x), que ¢ o seu corpo de [ragBes.

Diremos que L € uma extensdo algébrica de K se todo we L fnr algé-
brico scbre K, neste caso, todo anel entre K ¢ L é ym subcorpo de L. O
corpo K(s), obtido de K pela adjungio de um conjunto & de elementos
algébricos sobre K, é uma extensio algébrica de XK. Uma extensio L de K
serd finita se existirem clementos ¢, .... &, algébricos sobre X tais que

L= K(z;, ...,«,); neste caso, L'¢ uma extensdo algébrica de K.

Um corpo & sera chamado algebricamente fechado se niio pos-
suir nenhuma extensdio algébrica prépria ou, equivalentemente, se
todo polindmio irredutivel em Q[X] for linear (isto & tiver gran 1)
Nesle caso, a fatoragio (linica) de qualquer polinemio ndo-nulo FeQ[X]
¢ da forma F=w- (X —a;) ...« (X —0,), sendo «,,...,¢, e} as raizes
de F, ndo necessariamente dzstmtas e we\[0}. '

No que se segue, denotara Sempre um corpo algebricamente fechado
que contém o corpo K. Tal corpo ) sempre existe, e os resultados serdo
independentes da escolha de Q. Quando o corpo K for uma extensio al-
gébrica de Q, ele poderd ser considerado como subcorpo do corpe C
dos n(meros complexos, o qual & algebricamente fechado. As vezes convém
escolher ) como tmn fecho algébrico de K, isto &, nm corpo algebricamente
fechado. que & algébrico scbre K, O fecho algébrico de K & univocamente
determinado & menos de um K-isomorfismo. Dentro de um corpo alge-

“bricamente fechado £ que.contém K, existe um tnico.lecho algébrico de K;
ele consiste dos elementos de que sfio algébricos sobre K, Por exemplo,
o fecho algébrico de @ em C ¢ o corpo A de todos os numeros algébricos.
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Para qualquer extensdo algébrica L. de K existem pelo menos um ¢,
se a extensdo € finita, no maximo.[L: K] K-isomorfismos de L em Q.®

Um polinémio mnico {ndo necessariamente irredutivel) ¥ = X"+
< X"+ a,6 K{XT serd chamado separdvel se F e sua derivada
F = nX"‘j +(n —Da; - X""? 4+ . +a,_, lorem primos entre s, isto &,
se MDC(F, F') = 1.*) Prova-se que isto equivale a cada uma das seguinles
condigdes:

(i) Para toda extensfio L de K, nio existe nenhum G e L[XT\L tal que
G* divida F.
{ii) Na fatoragio de F em Q[X7], os fatores, necessariamente lineares,
sdo distintos (ou seja, todas as raizes de F em Q sfo simples).
(iif) O discriminante de F definido por
disc(F)=T] T (¢;—a)®
i=1 j=i+1
¢ ndo-nulo,

Observemos que disc{F) ¢ da forma D{a,, ..., a,), para um certo polinémio
beZ{X,, .., X,) Isto pode ser concluido do fato de disc(F) ser uma
fungéio simetrlca nas raizes de F, ou do fato de coincidir (a menos do sinal)
com a resultante Res (F, F') (veja van der Waerden [34], §26-28).

Em particular, temos que

disc(X* +a- X +b)y=a®—4h,
disc(X’ +a- X*+b- X+ c)=a" - b —ah® —4a® . ¢~ 2T +18a - b - ¢,

Um polindmic irredutivel ¢ mdnico Fe K[X] serh separivel se e
somente se F'# 0. Isto ocorrerd quando K for um corpo perfeito, isto &,
tiver caracteristica zero, ou tiver caracteristica p % 0 ¢ todo a € K for uma
poténcia p-tsima em K. Por exemplo, todo corpo finito & perleito, bem
como qualquer corpo algebricamente fechado. _

Um elemento o algébrico sobre K sera chamado separdvel sobre K
se for raiz de um polinémio separivel F € K[ X]; neste caso, o polinémio
minimal P, também & separivel.

Uma cxtensfio algébrica L de K serd chamada separdoe! se todo
o € L for separvel sobre K; para isto ¢ suficiente que L = K(s#) para algem

") Uga-se “isomorfismo de L em M" em lugar das expressBes mais exatas “homomorfisma
(necessarizmente injetivo) de L em M ou “isomorfismo de L sobre um subcorpo de M™,
O prefixo “K-" signilica quc a rcslrlgac) a K & a aplicagio idéntica de K.

#) Observe-se que, no ceso de pcimﬁmms redutfvels, alguns aulores usam n pelavra “separivel”
&m oulro sepfido,
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comjunto o de clementos separiveis sobre K, Uma extensdo finita L de K
seré separvel se e somente sc existirem exatamente [ £ : K] K-isomorfismos
de L em (. Toda extensdo finita e separivel é simples, isto &, existe um
“elemento primitivo™ o tal que L = K{u). Note-se que toda extensio algé-
brica de um corpo perfeito ¢ separivel,

Seja L uma extensdo finita de K, de grau n, Para cada « € L conside-
ramos o polindmio caracteristico ¥’ L« de o em refagiio a L| K, definido
por det(X &; j ; J,), onde a matriz (g;;), de elementos g;; € K, é determinada

por a- B = Z ag- B;(i=1,...,n),sendo By, ..., B, uma base da extensdo

L de K e ciu o “simbolo de Kronecker”, isto 6 d,=1le 0y="0 guando
i #J. Prova-se que F, L|x——P!.|:(,0ﬂd€ m={L:K()] e portanto, inde-
pende da escolha da base g, ..., B,. Sendo F, g =X"+f; - X"V + .+
+ f,, definimos o trage e a normd de o« em relagio a L| K por

FLH(‘X—‘ —fi= Zﬂu

¢ N gy = (- 1) f, = det(ay)).

Mencionamos que ./VL|K(D¢* By= Npgu- Ay, Hpga=a e
Frla-adb-Bl=a T, ge+b Ty &b, T xa=na, quaisquer que
sejam o, fel. e a,beK.
Se L for uma extensdio separavel de K e oy, ..., 0, 0s K-isomorfismos
L H H
de L emr Q, entdo F:(.L.['K = H(X"-O',ﬂ}, JV‘LIK!:C:I_I T e leK&: ~ Z oo
i=1 i=1 i=1
(Veja van der 'Waerden [347], §41, ov Borevich-Shafarevich [6], Algebraic
Supplement, §2).
Uma extensao finita N de K sera dita normal se satisfizer as seguintes
condigdes equivalentes:

(i) Para todo K-isomorfismo & de & em €2 temos que NS N. |

(ii) Para qualquer @ € N, P, fatora-se em N[X] em fatores lineares.

(iii) Existe Fe K[X7] tal que N = K(2), ..., ), sendo «,, ..., o, todas as
raizes de F em Q. : '

Meste caso, vale a igualdade em (i), isto &, todos os K-isomorfismos de N
em Q) sdo K-automorfismos de N. A condigio (iii) significa que N ¢ o
corpo das raizes (ou “corpo de decomposigio”) do polindmio F sobre K.
Uma extensio finita N de K serd chamada galoisiana se for normal
¢ separavel. Se K for perfeito {por exemplo se for finito ou tiver caracte-
ristica zero), entdo foda extensio normal de K serd galoisiana.
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Seja N uma extensdo galoisiana de K de grau n. Entio existem exata-
mente n K-automorfismos de N ¢, em relagio i composicdo, estes formam
um grupo Aut{N|K), chamado o grupe de Galois de N|K. Pelo Teorema
Fundamental de Galois, os subgrupos A de T = Aul{N| K) correspondem
biunivocamente aos corpos L entre K e N através das aplicagdes

Lo Ap-={oeT | oa=upara todo ael} = Aut(N|L) ¢ _
Ao L,={aeN|oa=u para todo o €A} (= corpo fixo de A);

em particular, 'temo_s que Ay = Au{N| K), Ay = {1} (r =apli ac¢do idéntica
de N), Liy=N, Lr=K.

Além disto, L serd uma extensio normal (logo galoisian, ) se e somente
se Ay for um subgrapo normal de I, e neste caso Aut{L| K) & isomerfo a
F/A;, sendo o isomorfisme induzide pela aplicagio ors oy, (oel), onde
a;, € a restrigio de o ao corpo I. -

B) Andis

Por um are! R entendemos sempre om anel comutalivo com unidade.
Cdnsideraremos somente subanéis R' de R que contém a unidade de R
{a qual, portanto, coincide com a de R), & homomorfismos enfre anéis
que levem a unidade na unidade. O anel R serd chamado néo-trivia! se sua
unidade for diferente do zero, ou seja, se #£R > 1, Se, além disto, R nio
possuir divisores de zero, isto €, se g+ b= 0 implicar ¢ = 0 ou b =0, entio
R serf chamade um domfio (de integridade).

Os elementos invertiveis-de am anel R,istoé,osueRtaisquey p=1
para algum ve R, formam um grupo multiplicativo U(R}. Por exemplo,
o anel Z dos nimeros inteiros (racionais) & um dominio com UlZ)= {1, —1},
¢ os anéis de polindmios K{X],A..,K[X,,...,X,,],‘..,K[X,E:elj, em
uma ou varias indeterminadas sobre um corpo K, sio dominios cujo grupo
dos invertiveis coincide com K*, o grupo multiplicativo do corpo K.

Seja (2;;) uma matrix quadrada, com ageR (i,j=1,.., 1), ¢ seja
g = det(e;}. Fntio temos que aeR, e existem af e R tais que

2l ap=a-du k=1, /n; veja Greub [11], Chap. IV, §). So
= ' ‘ )
a< U(R} entdio (a;;) possuird uma matriz inversa, a saber, (a™' - afy).

Dados um anel 8, um subanel R e um subcenjunto o de S, denotamos
por R[] o ancl obtido de R pela adjuncio de ., ou seja, ¢ menor anel
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entre R ¢ S que contém &/, No caso. = {a,, ..., o} escreveremos Ry, ..., o]
em lugar de R[], - :

Todo subanel R de um corpo L ¢ um dominie, ¢ R} =
={y- b " abeR,b#0} & o menor subcorpo de L que contém R, cha-
mada o corpo de guocienies de R em L. Este corpo Q(R) & canonicamente
R-isomorfo a,[ e ususalmente identificado com, o corpo de fragdes
{ajbj a,be R, b+ 0} de R, que & construido a partir de R da mesma maneira
como se consttdl @ a partic de 7, Mais geralmente, para qualquer sub-
conjunto multiplicativo M de R (iste é, tal que 1 € M.e que s, £ € M fmpliquey
s+ re M) o anel de fragées de R em relagiio a M & definido como o subarel
Ry={afb|aecR,beM} do corpo Q(R). Obviamente, M < ¥ implica
Ry < Ry, BEm particular, Ry, = Ryg =R ¢ Ry = Q(R) Para todo
ideal primo p de R, o conjunte M = R\p ¢ um subconjunto i tipkicativo
de R, e R, & chamado a localizacdo de R em relagio a p; em particular,
temoes que Ryl Q{R) 1o caso em que p=(0)

Seja L wna extensdo algébrica de K = Q{R) ¢ seja § um subanel de L
que conienha R; entdo obviamente Sgy o = K[5]= G(5).

Seia a um ideal do anel R, fsto & um subgrupo do grupo adi-
tivo de R tal que r-ageqa para quaisquer r R e g€ a. Recordemos
que o comjunto Rfa={r -+ a|reR} forma um ancl, chamado o
anel quociente de R em relagio ac ideal a, ¢ que a aplicagio definida por
raF 4o (reR) & um homomorfismo, chamado canénico, de R sobre R/a,
com nicleo a. Por outro-lade, qualquer homomorfismo de R sobre-um
anel R', com nicleo o, induz um isomorfismo de K/a sobre R’

Bntre os ideais de R distinguem-se os ideais principals, isto ¢, os ideuls
(a) =g+ K=R-a gerados por um sO elemento aefl. Em particular,

(0)=={0},(1)= R, e teremos que (@)= Rse e somente s ¢ & U(R). Além disto,
(@) = (b) sc € somente se bja {isto &, b divide g, ou seja, 2 € um multlp]o de b).
Em particular, teremos que (aj==(h) se {¢, no casc de um domninio R, somente
se) a, b forem assoclados, isto & se existic ue U(R) tal que a=u- b,

- Recardemos também que a serd um ideal primo (respectivamente ma-
ximal'), se e somente se Rfa for um dowminio (respectivamente corpo). Em
particular, R serd um dominio se ¢ somente se {0} for um-ideal primo; R ser#
uin corpe se e somente se (0) for um ideal maximal e, porfanto, o unico ideal
de R diferente de R. Todo ideal a de R la] que a # R esti contido nim ideal
maximal de R (veja Atiyah-Macdonald [3], p. 4)

M3 [t izaremos & ]'mld\."!d ‘inaximal” no seaiido de “nio cxiste maior™: Convén dislingui-la
da'palavra “maximo™, vind vez gue esta tem vulre significado, a saber, "o maior de lodos™
Anafogamente distinguiremos entre “minimal”™ e “minimo™,
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Seja R um dominio. Um elemento niic-nule e ndo-invertivel re R
serd- chamado irredutivel se nio for produto de dois elementos de R\U(R),
e serh chamado primo, se o ideal principal (7) for um ideal primo. Todo ele-
mento primo ¢ irredutivel. O dominio R serk chamado farorial se houver
“fatoragio dinica”, no sentido que 2 aplicagio f : U(R) x W& — R\(0}, de-
finida por (1, (1)) u+ [] p"7, & bijetiva, sendo # um sistemna de repre-

P =
sentantes dos elementos irredutiveis de R (isto &, todo elemento irredutivel &
associado 2 um e um 86 p e P), e N o conjunto das familias (p)pe s cOm
n, € N, tais que n, =0 para quase todos os p € 2, Para um dominio R ser fato-
rial & necessaxio e suficiente que a aplicagio f seja sobrejetiva e que todo ele-
mento irredutivet seja primo, Num dominio fatorial, para quaisquer ele-
mentos r=u- Ilp*, s=v- [Ip"r, existem o miximo. divisor comum
MDCir, 5} e o minimo multiplo comum MMC(r, 5), enivocamente deter-
minados a menos de wm fator linvertivel, por [Ip™ne. sl ¢ TIprexlne. uip).
respectivamente. o : _ '

Notemos ainda que a aplicagiio. f se estende a uma aplicagdo
T UR)Y x 21— Q(R)*, & qual ser4 sobrejetiva (respectivamente bijetiva)
se e somente s¢ f o for. Desta maneira, num dominio R fatorial, a fatoragiio
linica estende-se aos elementos nido-nulos do sey corpo de fragdes Q(R).

Urh dominio R ser chamado principal se todo ideal de R for principal,
Todo elemento irredutivel de um dominio principal gera um ideal maximal
¢, portanto, & primo. Além disto, a aplicacio f acima indicada é sobrejetiva
(0 que, alids, serd demonstrado ‘em (7.10) num contexto mais peral). Por
isto, tode dominio principal é fatorial, : o

C) Modulos

A definicio de R-modulo, para im anel R qualquer, obtém-se como
generalizagio natural da nogiio de K-espago. Entendemos por um R-méddulo
um .grupo abeliano M, escrito aditivamente ¢ munido de wna operagio
eiierna (usualmente escrita como multiplicaciio), satisfazendo os seguintes
axiomas: e I '

a-(x+y)=a-x+d y (@a+b)-x=a-x+b-x,
(a-b)r x=a+ (b x), lnx=x,

para quaisquer a,beR e x, ye M.

Evidentemente, todo grupo abeliano (aditivo) 4 & um. iumbdul.o, sendo
{Ln)- x definido por £(x+ ... +x) para quaisquer seN e xe .
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Q produio cartesiano de R-médulos ¢ um R-méduio, sendo as opera-
¢Oes definidas componente a componénte, B 6bvie o que se entende por
um submédulo N do R-méddulo M, por um mddulo guociente M/N e por
um homomorfismo entre R-modulos. Em particular, a aplicagio definida
por x= x + N (x € M) ¢ um homomorfismo de M sobre M/ N, com nticleo N.
Por outro lado, todo homomorfismo de M sobre M, com ntcleo N, induz
um isomorfismo de. M/N sobre M’

Um R-médulo M serd chamado fisitamente gerado se existirem
Xiy--, % €M tais que M =R x; + ...+ R+ x,; neste.caso, dizemos que
X1, ..., X, formam mm sistema de geradores de M. Diremos que os ele-
mentos y, ..., ¥, de M slo linearmente independentes (sobre R) se, para

g
quaisquer a,, ..., 4,€ R, a igualdade Y a4,- y,= 0 implicar que a;=...=
=1

= ay=0..8¢, além disto, y,, ..., », formarem um sistema de geradores de M,
entdo este serk chamado uma base de M. E importante notar que nem todo
modulo finitamente gerado possui yma base. Em particular, a caracterizagio
das bases de um K-espago, como sistemas minimais de geradores ou sistemas
maximais de clementos linearmente independentes, nfo se generaliza
a modulos. Um R-médulo que possua uma base é chamado livre

Muitas vezes consideraremos médulos cuja operaciio externa é de-
finida por uma multiplicacdo interna. Bm particular, dado um anel K;
todo anel § que contiver R sera considerado como R-médulo, sendo o pro-
duto externo r - x, parare R e x € 5, definido como o produto r + x tomado
em 5, estudam-se entdo os submddulos do R-modulo §. Em particular,
o proprio R & considerado como R-médulo, & os submddulos de E sio
exatamente os ideais de R. Note-se que um ideal a de R sers umn R-madulo
livre se e somente se ajfor um ideal principal, gerado por um elemento
que ndo sgja um divisor de zero de R; tal elemento forma entio uma
base de a

Sejam R um dominio e L uma extensio do corpo de guocientes
© K="0Q(R); entdo, os elementos «;, ..., o, & L seriio linearmente indepen-
dentes sobre R se € soménie se o forem sobre K. Suponhamos ainda que
[L:K]=ne que § seja um subanel de L que contenha R ¢ que, como
R-modulo, possua uma base By, .., fi,. i facil ver que g <n e que as se-
guintes condigdes sdo equivalentes:

W Notemos que as-nogdes “sistema de geradores”, “linsarmente independente” ¢ “base”
estendom a subconjuntos infinitos de M, e qus “médulo livre™ pode significar a axlstencm
de uma base nfio ncessariamente finita,
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@ g=n
(iiy By, ..., B, formam wma base de L|K
(iii) L = SR\(U)'

Coma 8y, ) = O(S), 2 condicio (iii) & equivélen'te 4 igualdade L = Q(8).

Note-se, entretanto, que uma base de L| K. que consiste de elementos de §
no e necessariamente uma base do R-médulo . Na verdade, nem sempre §
& um R-médule hvre,

81. O anel |; dos inteiros algébrices

Por um ndmere algébrico entendemos qualquer a.e C que & algeé-
brico sobre Q. Um subcorpo L de € serd chamado corpo de mimeros algé-
bricos se for uma extensio finita de O ow, equivalentemente, se L = ()
para algum nmero algébrico o) neste caso, todo elemento de L & um
nimerg algebrlco

As vezes convém peneralizar levemente esta nogdo, chamando de
corpo de mimeros algébricos a qualquer extensdo finita L de O, nio neces-
sarfamente contida em €. Sabemos que existem [L: Q7 isomorfismos de
L em C; portanto L & isomorfo a (pelo menos} um corpo de nimeros algé-
bricos no sentido eriginal.

Pretendemos mostrar que todo corpo de niimeros algébricos I == Qz)
possui um subanel distinguido 1, com corpo de fragdes igual 2 L. Este
anel em geral ndo coincide com o anel Z[«], ¢ qual depende da escolha
do ¢lemento primitivo « da extensio L de Q. Definiremos I, como o con-
jomto dos elementos de. L que sfo “inteiros” sobre Z no sentido da de-
finicdo seguinte, que introduziremos num contexto mais geral.

Sejam 'S um anel ¢ R um subanel de S. Diremos que um elemento
®€S é inteiro sobre R se existir um polinémio mdnico F e R[X] tal que
F{oy = 0. Em particular, todo elemento de R & inteirg sobre R,
No caso §=C, R=7, os niimeros inteiros sobre 7 sdo cha-
mados inteiros algebrtco.s Por exemplo, os nimeros i=./—1, Y13,

e 5

COST+ i-s en—ﬂ, 1+ \/_ sio mtmros algébricos pois sfo raizes dos
_ n

polindmios X2 + §, X7 — 12 X" — 1, X* — X — 1 e Z[ X], respectivamenie,

Veremos mais tarde que basta considerar o polindmio minimal P, q para

decidir se o nimero algébrico o & inteiro ou nio.
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E. ¢bvio -que no caso de corpos S=L ¢ K= K, um clemento o ¢ I.
sera inteiro sobre K se e somente se for algébrico sobre K, )

Pretendemos mostrar que o conjunte dos elementos de S que sio
inteiros sobre R forma um subanel /{(R) de S. Para provar que a diferenga
(respectivamente o produto) de dois elementos e, B €S inteiros sobre R
& também um inteire, podemos tentar construir, a partir de polmomms
mbnicos F, GER[X] tais que Fla)= G(f) =0, um polindmic ménico
HER[X] com raiz ¢—f (respectivamente o - f). 'Tal construcdo, entre-
tanto, € vidvel somente em casos bem simples. Em- geral, & mais pratico
usar as condicdes equivalentes do seguinte teorema, que relaciona a pro-’
priedade de um elemento ser inteiro sobre R com a prepriedade de um certo
R-modulo ser fipitamente gerade. (Neste contexto, usamos a palavra
“R-module” no sentido de “submédulo do R-moédulo 57

(l'.l} TEOREMA. Para qualguer 0 c$ as seguintes condigdes séo equi-
: valentes:

(i) = ¢ iareire sobre R.

(i) R[] é um R-mddulo finitamente gerado.

(lii) Existe um subanel 5" de § que € um R-marMo finitamente gerado ¢ 1a!
que ¢e S

(iv) Existe um R-médulo Jinitamente gerado M tal que - M M e qie
v+ M # {0} para todo ye R[a]\[O].

Observamos que a condicio (iv) seré usada apenas no Exercicio 1.2. Alias,
a ltima parte de (iv) se reduz 3 condicio M # {0} no caso em que § é
um dominio.

Demonstracaa: {i)=(ii): « & raiz de um polindmio F=X"+4a,+. X"~ 4

+.o. +a,eR[X]. Seja M=R+4+R-a+..+R-a!
obviamente M < R[«]. Supondo que 1,z,...,0* ' "4 e M, o que € trivial
. para k=0, concluimos que e"** = —g; . @" " X g . gfe M logo

. M= Rla] ‘ :
{H) = (iii): §' = R[] tem a propriedade desejada.
(m} = (iv): M =§ tem as propriedades dese_]adas uma vez que o - §° S §
ey=y+-ley.§.

(iv) = (i): Sejafy,...., f, um sistema de geradores de M. Como - Mc M,

existemajkERtais.quea 8= ):aﬁ‘ B =1, . ,:),logoﬁl,,,.,ﬁ,euma

B r
solugdo do sistema homogéneo de equagdes lineares e Xy =0
. k:l -



Coarpos de Nimeros Aigébricos i

G=1..,rhondery=e-8y—aye R-{a]. Temos e = det{sp) e R[] e exis-

tem sf€ R[o] tais que § sfj- ep=¢- 5y G,k=1,...,r). Resulta que
i =1

r r

0= Z efj'eﬂc'ﬁk= E3‘5.‘1;‘ﬁk=5'ﬂi(i:la---:?')-
Fok=1 k=1

logo £+ M= {0}, e assim &= 0. Concluimos que « ¢ raiz do polindmio

maénico det(X - 8y~ ay)e R{X]; loga o & inteiro sobre R, []

(1.2} COROLARIO. Se 0y ooy Gy E S farem' inteiros sobre R entdo
Rloy, ..., e, ] serd wum R-médulo finitamente gerado,

Demonstragdo: Supomos que R, = R[u,, ..., &, ], considerado come R-mé-

dulo, possua um sistema finito f,, ..., fi, de geradores, o
que é trivial para k=0. Como a; , , & inteiro sobre Ry,oanelR,, = Rilo ]
considerado como R,-médulo, possui um sistema finite de peradores
Yo oo 1r5 lOgo, considerado como R-modulo, & gerado pelos produtos
Bivwy =1, s5j=1,...,1). Por indugiio, concluimos que R,, & um
R-médulo finitamente gerado. [ ‘

Denotando por T4(R) o conjunto dos elementos de S que sfo inteiros
sobire R, demonstramos:

(1.3) COROLARIO. a) Is(R) ¢ 1m subanel de S que contém R. _
b) Todo subgnel S' de S que é um R-médulo finita-
mente gerado, estd contide em [(R).

Demonstracdo: a) Obviamente R< I(R)C S, Sejam o, FeldR); entdo
a—p, o feR[x ], e Rla, 5] ¢ um R-médulo finita-
mente gerado, por (1.2); logo a—f, a - feI(R), por (1.1). Portanto, Is(R)
¢ um subanel de 3,
b} &€ uma conseqiiéncia imediata de (1.1). [

O anel I(R) é chamado o fecho inteiro de R em §. Quando I4{R)= I
diremos gue R € integralmente fechado em §. Quando Is(R) = § diremos
que S & inteiro sobre R. No caso de corpos §=11 e R= K, F(K) & um
subeorpo de L, a saber, o fecho algébrico de K em L. Em particular, teremos
que [{K)= K se & somente se K for algebricamente fechado em L., e
I (K)=L s¢ ¢ somente se a extensio LI K for algébrica,



12 Teorla dos Nimeros Algébricos

No caso em que S=L ¢ um cbrpo de niimeros algébricos, o anel
1,(#) € chamado o anel dos inteiros algébricos de L ¢ ser denotado por I,
A- propuedade de ser inteiro é transitiva no seguinte sentido.

{1.4) COROLARIO. Sejam S um subanel de T e R um subane! de S. As
seguintes condipdes sdo equivalentes:

(iy T ¢ inteiro sobre § e § 6 inteiro sobre R,
(ii) T & inteiro sobre R.

Demonstragdo. (i==(ii): Cada yeT & raiz de um polindmio X"4-a, . X""1 4"
+ ... + %, € S[X]. Como y ¢ inleiro sobre §' = R[wy, ..., o, ],
§'ly] € um S-médulo finitamente gerado. Por (1.2), §' é um R-modulo
finitamente gerado. Resulta que S'[y] é um R-maédulo finitamente gerado;
logo por (1.1}, ¥ € inteiro sobre R, — A implicagiio (ii)=> (i) & imediata. [

O nome “fecho inteiro” se justifica pe]o fato de I,( ) ser uma operacdo
de fecho no seguinte sentide.

(1.5) COROLARIO. Seja # o conjunto dos. subanéis de’ S. Por
' R I{R) (Re %)
¢ definida uma aplicagdo de & em A tal que
ReI(R)=I{I(R) ¢ [RER' =I(R}= I4R)] (R, R e @),
Demonstracio. A Gnica aflirmagdo ndo trivial é a ir_wlusio I{I(R)) Q-IS(R),
a qual resulta imediatamente de (1.4). [

~No case § =0}, o anel I{(Z)= I coincide com o anel Z dos nlimeros
inleivos racionais. Isto € uma conseqiiéncia imediata do seguinte

{1.6) TEOREMA. Todo dominio fatorial R é integralmente fechado no seu
corpe de fragies.

Demomzrapaa Todoxe K= Q(R), x# 0, escreve-se como quocrente a-b” Y
onde a4, beR, MDC(a by=1. Se xe€ Ix(R), entiio e:ustem
€1y €€ R 1S que X" +¢; « x4 4 ¢, =0. Multiplicando esta igual-
‘dade por b", obtemos a”he - b a1 4p - " —=0; logo-b & um
divisor de ", De MD(C{g, b)=1 resuita que be U(R); logo xeR. [J

Supondo que §=L ¢ um corpo ¢ R um subanel de S, estudaremos
o corpo de fragdes do anel [ (R}
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(1.7) TEOREMA. Seja R um subanel do corpe L. Entfio
QULR) = U Ry = TIO(R))
Em particular, QU (R))=L se e somenie se L for algébrico sobre Q(R).

Demonstraclio: Seja v e Q(I(R)), digamos y=u- ' onde a, fel(R),

: f#0. Como i, (QR)) ¢ um subcorpo de L contendo
1U(R), temos: que yeI(Q(R)). — Para qualquer yel,(Q{R)) existem
Qg o dyy deR, d#0, tais que y" 4 a,. 471 p=- Yhta, dTi =0,
Multiplicando esta igualdade por 4™, obtemos que y-delR), lopo
ve(! ;.(R))m[ol — A inclusio (J RRy0) & QUL(RY) & dbvia. ~ A ultima
afirmaciio resulta do fato que I, ((}(R)) = L se e somente se [ for algébrico
sobre G(R). [

Aplicando (1.7) ao caso em que L & wm corpo de nimeros algébricos,
obtemos © seguinte

{1. 8) COROLARIO. Seja L um corpo de mimeros oalgébricos. Entdo
Q(IL) (IL)I\LD) = L

Dados um corpo [ qualquer ¢ um subanel R de L, consideramos,
para todo elemento y € I,{R), o seu polinémio minimal P,y sobre K. =Q(R).
Apesar de p ser raiz de algum polindmio ménico F e R[X], ndo podemos
alirmar, em geral, que P, x€R[X] A este respeito, podemos mostrar
apenas o seguinfe :

(19) TEOREMA. Sefa R um subanel de 1. e seja K = Q(R).

a} Se F,G forem polindmios monicos em K[X] ¢ F- GeR{X), entdo
F,Gel(R[X].
b) Para qualguer ye I(R) temos gue P,y e l(R)[X].

Demonstragdo: a) Exisiem oy, ..., &, B, .. ﬁ,,,ef! (fechd algébrico de L) tais
L .

. que F= H(X w) e G= ﬂ(X £) De F.GeR[X]
i J=
resulta que oy, ...,%,, By, ..., fye In(R): portanm o8 coeﬁcaemes de Fe G
estio em Ig(R) K=1T K(R)

b) 7 & raiz de tmi polindmio mdnico H € 'REXT; logo existe um po-
lindmio mdnico G & K[X] tal que H PHK G, De a) resulta que

Paxe IR[X] O 7
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Diremos que um dominio R & integrolinente fechado se for intcgral-
miente fechado no seu coipo de fragbes K== Q(R), isto & se I{R)= R,
Neste caso, podemos simplificar o teofema (1.9) substituindo I, {R)[X]
por R{ X, e obtemos o seguinte corolério, o qual, por conveniéncia, for-
mulamos nZo somente para I (R) mas também para subanéis S de I (R).

(1.10) CORQLARIOQ. Sejom R uni dominio integraimente fechado, I, uma
extensdo finfta de K= Q{R} e 8 wmn subanel de I(R)
que contém R. Para gqualquer ye§ temos. que: _
a) P, KER[X]v ¥ L|RER[A]’ Nk veR, T vER
b) JV;_,K y & um miltiplo de y no anel S.
¢} Y€ U(S) se e somente se A"y pye UR),
d) Se Ny v Jor irredutive! em R entdo v serd irredutivel em S.

Demonstragfio. Sem perda de generalidade podemos supor que y#0.
a) Resulta de (1.9b) e da jgualdade F,,, x= P}y, onde

m=[L : K{y)].
b} Como F, MKMX Hfy X +f,,eR_£X] e A Lig?={=1Y"J,.
temos que p7 ' AL ey={-1"""- " Sy L S ) ES

c) Se y-d=1 com 6eS entdo A", k¥ A pjxd=1, onde A xdek
~ Por b) existe fe§ tal que A" zy=7y- B. Se A xye U(R) entio
B (A xy)™! € o inverso de y e §, '
d) resulta de c) e da multiplicatividade da norma. [

Reformulamos (1.10) no case especial em que R=Z, observando
que & ¢ integralmente fechado ¢ esta contido em qualquer subanel de 1;,
e que UlZ)={1, —1}.

(1.}{) COROLARIO. Sejam L um corpo de ntneros aigébricos e S
subanel de {y,. Para qualquer ye§ temos que

a) Pviﬂez[x] Fy,LIQEZ{XE "’VL u?EE FriaVeL.

b) A Lo ¥ € um mudtiplo de y no anel S.

) ye U(S) se ¢ somente se | AL o] = 1

d) Se } A1 qy| for um nimero primo-entdo vy serd irredutfvel em S.:

- Este corolfirio mostra, em particular, que, para decidir se um nttmero
algébrico & inteiro ou nfio, Lasta considerar o seu polinGmio minimal
sobre . Por exemplo; seja ¥ =r- Jp, sendo re@\{ﬂ} e-p, q-nlmeros
primos; entio P, 5= X4—r9. p; portzanto, y serd um iatefro alglbrico
se ¢ somente se r € Z, ¢ certamente y ndo & invertivel . em Iy
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B natural perguntar se & possivel decidir se win elemente w1, & um in-
téito algébrico ou ndo, através de uma base apropriada de L} Q. Mais pre-
clsamente perguntamos se existe uma base f8y,..., 8, de L|Q tal que

o= z a;~ eIy se e somente se ay, ..., a,€ 2, Mostraramos no §5 que a
=y
resposta & afirmativa pois, para qualquer extensio L de @, de grat n, o anel
{y, € um Z-médulo livre de posto n; qualquer uma das suas bases & chamada
uma base integral de L
Em particular, indicaremoes no §2 uma base mtegra,l para cada corpo
quadratieo L (isto ¢, tal que [L: @] = 2). Mostraremos, por exemplo, que

1 5
1,./2 & uma base integral de @, /2), € que 1, + € uma base intepral de

dI_D(\/- ). Nete-sc que 1,./3 nfo & uma base integral de @(\/— ), uma vez

i

que - —|— - \/'_ & un mtezm #lgébrico,

A seguir, consideraremos dominios quaisquer R & S, R contido em S,
e estudaremos as relacbes entre estes dominios no caso em que S é intejro
sobre R, isto & I{R)=S.

(1.12) TEOREMA. Seja o dominio S inteiro sobre R. Entéo:

&) Para qualguer ideal W ndo-nulo de 8, W R ¢ um ideal ndo-nule de R.
b) U(S)n R = U(R).
€) § serd um coipo se e somente se R for um corpo.
d) Um ideal primo P de S serd um ideal maximal de § se e somente se | K
for um ideal maximal de R

Demonstragdo: 0) Seja ceW#0, e seja X 4a,- X'+ .. +a,
um polindmio em R[X] de menor grau que tenha o
como raiz. Entio a,= —a-@" ' +a, 0"+ .. +a_)#0 e

gea-SnRc HynR,

bj Obviamente U(S)n R = U(R). Seja u e U(S)N R; entdo u™! §; logo
existem ¢5,..., ¢, € R tais que w "+ 07" 4 g, = 0. Multipli-
cando esta igualdade por w™™!, obtemos que

' :—(cl+...+cm-u’”“‘)e!?.[uj.C_R' logo wue U(R).

¢} Seja S um corpo. Entéio U(S) = $\{0}, loge U(R} = U (S)n R =R\{0};
portanto R é um corpo. — Se S néo for um corpe, entéo possuird um idsal
nio-nulo W com 1 £9 Por a), o ideal Y~ R de R & nic-nulo; lego R
nio & um corpo.
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d} Seja x« o homomorfismo candnico de § sobre S/98. Obviamente
1§ = S/1B & inteiro sobre o subanel kR, 0 qual & isomorfo a-R/(P r R), O ideal -
P c‘:e 8§ serd maximal se e somenie se S/ip for um corpo, o que, por ¢), ocorreris
se e somente 5¢ R/(PR) for um corpo, se ¢ semente se B N R for um
ideal maximal de R, [7] L

Observemos que (1.12d) ndo € a tnica relagdo entie os ideais primos
de S ¢ os de R. De fato, a este respeito sera provado mais tarde o teorema
(11.10), do gual resulta em particular que, para todo ideal primo p de R,
existe um ideal prime B de S tal que PR = p. Cutros fatos, que se referem. -
& comparabilidade (relativa A inclusio) entre “ideais primos de S, serfio
irrelevantes quando se considerar apenas o dominio [, uma vez que todos
os seus ideais primos, excéto o ideal (1), sao maximais, como sérad mostrade
a segulr

(1.13) COROLARIO, Seja o dominic § inteiro sobre R, Se todo ideal
primo ndo-puic de R for maximal entio iodo ideal
prime ndc-nulo de S serd maximal,

Demonstragdo. Seja B um ideal prirho ndo-nulo de S. Eﬁﬁﬁd, por (1.12 a),
P AR & um ideal primo ndo-nule de R, logo maximal,
por thotasc Por (1.12d), B¢ um ideal maximal de'S. [

B bem conbecido que Z, e mais geralmente qualquer dominio prin-
cipal, tem a propriedade indicada em (1.13), Portanto, todo dominio
que for inteiro sobre Z terd o mesma propnedade Disto resulta, em par-
ticufar:

(1. 14) COROLARIO, Seja L um corpo de numeros algébmcos Entdo todo
_ideal pritmo rdo-nulode Iy, 8 um ideal maximal de T,
Terminaremos este pardgrafo mostrande duas importantes proprie-
dades de fipitude para corpos de némeros algébric,ns.
(1.15) TEOREMA. Scja [L:Q]=n e sgjam ¢y, ..., 0, 05 isomorfismos de
: L em C..Para qualquer k2>1-0 conjunto
fwely [ {ow| <k, .. |oa] <k}
€ finito. »
Demonstragdo. Seja 4 o conjunto dos polindmios monicos Fe Z[X] de
grau n, cujos coeficientes tenham: valor absqluto menof o1 .
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ignal a max{(}) - k, ..., (}) - k"}, Como .# & finito, basta mostrar que todo
aely tal que|o| <k, ...,[o0] <k éraizde um F e 4. De fato, o & raiz do
polinémio

Feria=[] (X —og)= X"+i(mi}f'S,{ala,.v,an&)-X"“J'eZ[X}

i=1 J=1
onde 5; & o j-ésimo polindmio simétrico elementar em mdetarmmadas
Para tocio 1—1 -y 1 temos, que | S04, .. o)) =
= | Z Oy .-g_,qc[s Z Ecx,,oc|-...-§ahm§g
1<i<..,<iy=sn lSii<... <fy<sn

< () K logo F, e d. O

Peste tecrema resultara que o subgrupo de torgieo W(L) do grupo
multiplicativo I¥ de L ¢ [inito, e que os seus elementos, as “raizes da uni-
dade” em L, podem ser caracterizados por meio do valor absoluto dos seus
conjugados. De fato;

{1.16) COROLARIO, Com as notagdes de (1.15) temos que
W(L) = {meijj__“zrlotj =..=lop| =1},
e que W{L} é finito.

Demonstragdo. < : Para qualquer n € W(L) existe m= 1 tal que y™=1. Por-
tanto temos que § e I e o |"=| o™ |=1; logo } o |=1
para tedo je{l,..., n}.
2 Seja V= {mel,_“a;oq .=|gx|=1}; & dbvio que se Bel
entdo fi"e ¥ para qualquer me N Como V¢ finito, por (1. 15), existern
LleN, j<k, tais que §/=f" logo f*~/=1, logo fe W(L). [l

Observemos que a caracterizacdo das raizes da unidade através do
valor absolute dos conjugados ndo.se rostringe a corpos de numems
algébricos (veja Exercicio 1.8).

A segunda propriedade de f{initude, a qual sera usada somente no
§18, se refere ao nimero de classes de elementos associados que tém
como norma absoluta um dado nimero ke M.

(117) TREOREMA, Sejam [L:Q)=n, § wn subanel de L gue, como

: Z-mddulo, seja finitamente gerado, ¢ keN. Emdo,
“exisiem apenas um ndmero finito de classes de elementos associados
UsY- e, ..., U(S) - &y et 8 tais que § A paol =k { i=1,..,m)
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Demonstragdo, Seja S=Z+w;+ ...+ Z- o,; entdo todo e § é congruo

modk-Sa (pclo menos) um dos efcmentos dy v ...+
+d,w, (0<d <k, i=1, .., r), isto &, exnstcm no maximo £° classes de S
mod k- . Basta entdo pmvar que, se &, ﬁeS tais que o — ,Beic 5 e
LA Lia®f —EJP’ 1108 | =k, entio o, i serdo assomados em S. De fato, por
(1.3 b), S esta contido em 1 e, por {1.11b), k & um miltiplo de a-¢ de fem 5,
digamosk=o o' =f- f, comu, {f ¢ S; portanto, de o~ fi==k - y resuliam
g=f- (1+ﬁ’ ¥) e fi=o-. (1 — o' - p);.logo , f§ sdio associados em S. ]

EXFRCICIOS

i.1. Seja F um polinémiro monico em Z[X] e seja me C. Prove que se
F(z) for um inteiro algébrico entdo « serd um inteiro aipébrico.

1.2, Sejam 8 um anel, R um subanel de § & § um elemento invertivel ¢m 5.
 Prove que R[B] A R[B '] < I{R). (Sugestio: Para cada
ae R[] A R[] existe ne N tal que o - (R+R F+..+R.-pc
CR+R-fL+..+ R )

[.3. Sejam R uvm dominio, L uma extensio separivel finita de K = Q[R)
e § um subanel de L que contenha R. Prove que existe ¢ € § tal que

0(8) = Ko},
14. Seja L um corpo. de niimeros algébricos. Prove:

a) Todo ideal ndo-nulo de I, contém um mimero natural n > Q.
' b) Todo subanel de L que é mtegra]mcnte fechado em L contém I,
c) No caso em _que [[.: Q] é um nimero primo, Z & o (mico anel
- estritamente contido em ;. que & integralmente fechado (no sew -
‘corpo de fragoes) .
-1.5: Seja ne—um—mtg:xro algébrico nio-nuto. Prove que-¢ ™" serd um inteiro
algébrico se ¢ somente se P, o{0)e {1, —1}.

- L6, Sejam R um dominio, L uma extensfo algébrica de X = Q(R), ne L
e i o graw de P= P, . Supondo que Pe R[X], prove:
~a) La,...,e""! formam uma base. do. R-mddule R[a].
b O homomorﬁsmo x, de R[X] sobre R[a], definido por Frs Flo)
{FeR[X]}, tem como nucleo o ideal principal gerado por P.
¢) Para todo ideal a de R, i, induz um homomorfismo de (R/a}[X]
sobre R[ux)/a - Rfa], cujo nicleo & o ideal principal gerado por B
(=imagem de P peio homomorfismo candnico de R{X] sobre
{(R/a){X]).
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17. Seja I vin corpo de nimeros algébricos. Prove:
a} Todo elemento primo = de I, divide um e um sé nimero primo p.

b} Se o€ Iy dividir o nimero primo p, entio A4 L |ad € {p“, ~p*} para
algum ke {0, ..., [L: Q]}; em particular, « sera associado a p se ¢
somente se k= [L:Q]. -

1.8. Para qualquer {eC as seguintes condicbes sdo equivalentes:

(i) Existe n2 1 tal que {"=1 (ou seja, ¢ & uma raiz da unidade).

(ii) { ¢ raiz de um polinémio ménico em Z[ X cujas raizes t8m valor
absoluto igual a 1. o

(ii1) { & um inteiro algébrico tal que todos os seus conjugados (sobre Q)
tenham valor absoluto igual a 1.

§2. Corpos quadraticos

Consideraremos neste paragrafo corpos quadrdticos, isto ¢, subcorpos
L de € tais que [L:Q]=2.

Observamos.que qualquer ¢ € I\ & um elemento primitivo da exten-
sdo-L| @ {uma vez que de 1 <[Qfe) : Q] <[L: Q)= 2 decorre que iw)= L),
os clementos 1, o formam uma base desta extensdo, & P, jq=F, 110 & um
polindmic em Q[X] de grau 2. Para cada i€ Q\{0} denotamos por /v
uma das raizes do polindmio X%~ a outra raiz & — /7.

Mostraremos que todo corpo quadritico possui um elemento. pri-
mitivo distinguido da forma ./d, univocamente determinado a menos do
sinal, onde d € um nfimero inteiro “livie de quadrados”. Mais precisa-
mente, denotando por 2 o conjunto dos nameros d € Z\{0, 1} que nio
sdo divisiveis por nenhum quadrado ¢ 3 1 (onde ¢ € 2}, mostraremos o
seguinte: .

(2.1) A aplicagiio definida por d Q. /d) (d e D) 6 uma bijecio de D sobre
o conjunio de todos os corpes quadrdticos. :

Demonstragdn. Para qualquer d € 2 temos que [@(JE) 0] <2, pois P e
divide X* —d, Vale a ignaldade, pois caso contrario teriamos
que /de @, logo ./deZ e, portanto, d=(/d)* ¢ 9,0 que éabsurdo. — Para.
provar que # aplicagdo ¢ injetiva, supomos' que Q(,/d)= Q/d), onde
d,d'e?. Existem r,se (] tais que . /d =r-4s- ﬁ; logo d'=r?4-5%. d
+2r-s- ;/E; concluimos quer - 5=0, logo =0 ou s=0. A4 igualdade =0
implicaria que \/Tz rel,AQ=2logod ¢ B,0queé impossivel ; portanio



20 Teorla dos Mimeros Algsbricos

temos que r="0, d'=s" » d. Nas fatoragdes de 4’ e de d, todo niimero primo p
OCOITre Com um expoente O ou 1; na fatoragio de 5%, porém, com um expoente
pa'r donde resulta que $*=1, &' =d. — Mostremos que a aplicagio & sobreje-
tiva. Seja L= Q) um corpo quadratico com P, jo=X*+a- X +be Q[X].

Pondoﬁ—om—? , temos que L= @(ﬂ)eP“Q—X ﬁ(f_b) Vé-s¢ fa-

gt
cilmente que existemn d € % e r € Q\[0) tais que I —b=rd, obviamente

L=0(/d. O

" Usando l,ﬂcomo base da extensdo L= Qf,/d) de €, o polindmio
caracteristicc de qualquer elemento a=r-+ s+ . /de L ¢ obtido como

X “S): X2 =2 X 407 =5t d,
wged X—-r : ,

uma vez que a=r+s5-./d e a- . J/d=s-d+r-./d Seus coeficientes,
além do coeficiente dominante 1, sdo o negativo do trage 5, qu=2r
e a norma A g =r? —s? - d E impertante observar que a norma sera
sempre ndo-negativa quando d < 0,

Fo o= det (

Ainda usando esta base, determinamos o anel 1, dos inteiros algébricos
de I. da seguinte maneira.

(2.2) Seja L= Q/d) onde de@. Entdo

I, = {% +mg.-\/d—] mneZ; m* =n*d mod4}-.

Demonstraglio, 2. 5ca= —'% +—;— - Jdial quemneZem® =n"+ dmodd,
m* .

entio T qou=me A g o kel de Z; logo F, € Z[X] ¢
assim o € 1. :

<! Sejam rs5eQ tais que o=y§ ﬁeIL; entﬁo r=F el ¢
P —st d=Ay gneZ;logo (25) - d= (27 — 4. (r* — 5 « d)e £ Sendok g7
(respec:uvamente e, € {0, 1}), o expoente do niimero primo p na faloracao de
25 (raspectwameute de d), concluimos de (25 + d € Z que 2k, +¢,>0; logo

k, = 0; portanto Zse-Z. Resulta que acrf-f--f- Jdonde m=ZreZ e

h=12s5ed, ¢ que m?—na’ d 4 (F* =57+ d) & umn miltipio de 4. []
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A representagfio, indicada em (2.2), dos mtelros algébricos de L eomo-

clementos do Z-médulo 7 - —;—-FZ 3?, cujos coeficientes satisfazem

uma- certa congruéneia, ainda nio é satisfatoria. Mostraremos a seguir
que I, ¢ um Z-mobdulo livre, mas a base 1,./d & uma base integral de L
somente nos casos em que d = 2 ou 3 mod 4, devendo ser substituida por

1, 1—:3£ no caso em que d =1 mod4,

(2.3) TEOREMA, Sefa L=Q/d) onde de %, e seja 5= ,/d (respectiva-
meite = -———‘E) ne case em gue d = 2 ou 3 (respectiva-

mente = 1) modft Entdo, 1, 5 Jormam uma base do Z-modulo 1.

Demonstragdo. Os elementos 1, & sio linearmente independentes sobre 7,
pois o séo sobre Q; por isto basta provarque Z + Z - §= I,

Por (2.2) temos que ey, logo Z+ Z-5<1,. Para provar a inclusdo
inversa, observamos que qualquer acl; & da forma'—i;l—ﬁ—%- \/E, com
mneZem®=n"-dmod4, por (22). No caso em que d =1mod 4, temos

que m* = r* mod 4, logo m, n tm a mesma paridade, dlgamosm 2k+ncom
i

2 .
mod 4, basta mostrar que m e sdo pares. Se nfosse impar teriamos quen® =1
mod 4, logo m? = n® . d = d mod 4 e, portanto, d = 0 on =1 mod4, o que
& absurdo. Concluimos que n é par, e de'm? =n® . d=0 mod4 decorre
que m também ¢ par. []

keZ; logo a=k+n-

=k+ 5.0, No caso em que d=2 ou 3

E facil ver que, para qualquer de 9, apenas uma das seguintes in-

clusoes
ANCICE =Y [i%/—i]

£a 1gualdade a saber, a primeira (respectivamente a segunda) no caso
em que 4=2 oy 3 {respectivamente = 1} mod 4. Note que esies dominios
iém L como corpo de fragdes, ¢ que no case d = 1 mod 4 o dominio Z[\/_ §i
nio ¢ integralmente {echado (veja Bxercicio L.4.b) e portanm ndo & [atorial,
devido a {1, 6) ' :
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" Mais interessante, entretanto, & a questio se o proprio anel I, o qual
obviamente & integralmente fechado, ¢ um dominio fatorial ou nio. O con-
tra-exemplo mais conhecido & ¢ seguinte: .

(24) Sejg L=Q(/=3). O domtnio I, =Z[./=5] niio & atorial.
Demonstmpao C0m0(1+2 5 (- 2 J-5=13 7&—~1 (12 /-

¢l basta mostrar gue os fatores 142 - “\ / 1 2. /=
3 ¢ 7 sdo irredutiveis em [;. Como eles tém norma 21, 21, 9, 49 respec&wqu.

mente, eles ndo sdo invertiveisjem I, por (1.11), Se 142+, / =5 fosse reduti-
vel, isto &, se existissem «, B € I\U(I}) tais' que 142 - Jg o - B, enifio
teriamos que 21 = ./qum s Aaf, logo A “the {3 —3,7, =7} Mas
isto & impossivel pois® Ny, gim+n. f—5)=m?+n* . 5¢{3, =3,7, -1},
quaisquer que sejam m,n e Z. A irredutibilidade de 1 -2 - \/_— je ’f
¢ provada analogamente. [

Exemplos de corpos quadraticos L tais que [, seja fatorial podem
ser obtidos usando-se a nocfio de dominio euclidiano. Diremos que wn
dominio R ¢ euclidiano se existir uma aplicago ¢ : R\{0} =N com as
seguinies propriedades: Para quaisquer a, b e R\{0},

{i) de a|b decorre da < db _
(ii) existem gq,reR tais que a=g-b+r ¢ [r=0 ou Ir<dh].

f facil mostrar:
{2.5) Todo dominio euclidiano é principal e, portanto, fatorial.

Demoiistragde. Dado um ideal ndc-nulo a de:R, existe b e a\{0} tai que b
' seja minimal em {da]a € a\{0}}. Para qualguer a € a sejam
g;reRtalsquea=g-b+refr=00udr<dh]. Comor=a—g- hen,
a desigualdade dr < 3b & impossivel devido & minimalidade de 8b; portanto
#+=0,a=g- be(b). Concluimos que a=(b), Resuita que R & um dominio
principal, logo fatorial, [

Os exemplos mais conhecidos de dominios euclidianos sdo Z ¢ o anel
de polindmic K[X7; sobre um corpo K qualquer, sendo a aplicagioc 9
ignal ao valor absoluto e ao grau de polindimie, respectivamente.

Mg case do anel I, dos inieiros algébricos de um corpo quadratico
L= @(ﬁ), um candidato natural para a aplicagdo 0 € a norma absoluta
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(restriia a {;\{G}}, isto &, a aplicacdo definida’ por ar| Ay o) 2 qual
obviamente satisfaz a condico (i) da definigiio acima e que, como Veremos
a segyir, em certos casos satisfaz também a condigio {ii), Note-se que, no
caso d <0, a norma absoluta coincide com a propria norma uma vez
que, neste caso, A rjad = 0 para qualquer e € L. O exemplo mais impor-
tante & o do anel dos inteiros de Gauss Z[i], igual ao anel I, dos inteiros
algébricos do corpo dos avmeros de Gauss L= Q) (sendo i= \/_:i}:

(2.6} Z[{] ¢ euclidiano em relagiio d norma A iy 0
Demonstragiio: Dados elementos sdo-nulos «, fieZ[i], existem u,ve
lais que o- ﬁ‘ Y=nypii Existem m,ne# tais que
I
|u—m|5_7 e |u—nl _—,. Temc)s que x=(m+n-i)- B+ p, onde

p={u—m+p—n i]-f=a—(m+n-i). e 2[7, e 05 Nopp=
={w—-mP+o—n] Aopab< JVQ{,HQI)', portanto m+ni ¢ p {em
lugar de g e 7) tém a propriedade indicada em (ii). (3

b

Dé maneira andloga mostra-se que Igsq & euclidiano, em relagio 4
norma, para de{—2, —3, =7, —11}, ¢ estes nimeros, além de — 1, sdo
08 tnicos d € @ negatives com esta pmprledade (vaja Exercicio 2.6). Além
disto, {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41, 57,73} & o conjunto dos
d€ B positivos para os quais Iy g & euclidiano em relagio 4 norma ab-
soluta (veja Barnes, Swinmerton-Dyer [5]). N&o se sabe se existem outros
d & @ taig que o dominio indicade seja cuclidiano em rela(;ao a uma fungio
d_diferente da norma absoluta (veja Stewart-Tall [33] P 92

Para I, ser um dominio fatorial & suficiente, mas ndo & necessitio,
que ei¢ seja euclidianc. De fato, {19, —43, —67, ~163} & o conjunto
dos dc P negativos tais que Iz seja fatorial mas ndo euclidizno em

relagio & norma absoluta (veja Baker [4], Theorem 5.1). Existem também

muitos de & posmvos com esta propriedade, mas ainda & um problema
em aberte se existe uma infinjdade. de nimeros positivos d€ @ tais que
lo seja fatorial (conjetura de Gauss),

Mencionamos' nesté contexto que, para qualquer corpo de niimeros
algébricos I, o anel I, serf fatorial se e somente se for um dominio prin-
cipzl, se e somente se 0 seu “ntimero de classes” h; for igual a 1 (veja §8).

Diremos que um corpo. quadritico I é rea! quando Lo f: caso
coniririo, eie & chamado imagindrio. Sendo L =, /d), com d € @, & Sbvic
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que I sera real (respectivamente imaginario) se ¢ somente se d > 0 (res-
pectivamenie <0). A distingo entre os corpos quadraticos reais e os
imaginarios serd importante quando se estudar o grupo U{I,) dos ele-
mentos invertiveis de I,.

Mostraremos a seguir que, para qualquer corpo quadrético imagindrio
L, o grupo U(J;) éigual a {I, —1) exceto nos casos d = —l e d = —3, nos
quais ¢é ciclico de ordem 4 e 6, respectivamente.

. (27) TEOREMA. Seja L= Q. /d)}, onde de @, d<0.
a) No caso d= —1, Ul consiste dos elementos
Lii?=—1, = —j
b) No caso d= —3, U{l,} consiste dos elementos 1,0,0% (3 =—1,t% (5,

1 [ —
onde {miﬁ-2—3.
¢) Nos casos d £{—1, —3} temos gque U(i)= {1, —1}.

Demonstragiio. Notamos que A glu+ v+ f/dy=u*— b2 - d=u?+0v* . |d| 20

para quaisquer i, v € Q. Consideremos primeire o caso em

que-d=2 ou 3 mod 4. Por (23), tede &/, ¢ da forma m+n- /4, com

n, ne £, e por (1.11), teremos que ae U(I,) se ¢ somente se m® +n® + |d]=1.

Quandoe d = —1, isto ocorrera se e somente se (i, nje {{1,0}, (0, 1), (— 1, 0),

(0, — 1)}, se ¢ somente se o {1, 4, —1, —i}. Quando d # -1, isto ocorrera
se e somente se (m, #) € {(1,0), (—1,0)}, s¢ e somente sc ae {1, —I}.

No caso em que d=1 mod4, os elementos ael, sio da forma

m

2 + '% ) \/‘z com m, n e Z,m* = n* mod 4 ou seja, m = nmod 2 {veja (2.2)).

X 2
Por (1.11), teremos que e ULf,) se ¢ somente se % +%- | d]=1, ou seja,

m* +u*-|d| =4 Quando d# —3, istc ocorrerd se & somente se
{m,n) e {(2,0), (—2,0)}, se e somente se we{l, —1}, Quando d= —3,
isto oeorrerd se e somente s (m, ) € {(2,0), (1, 1), (=1, 1),(—=2,0), (=1, — 1),
{f, =11}, se & somente se
I TR Vi I BV VAT BN EVES
2 2 2 2
Mote que estes eclementos sdo as poténeias (9, ¢%, %, 3, % 0 de

(;:_li'_w \2{’_3 0
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. Por outro lado, para qualquer corpo quadratico real-L, o grupo U{l;)
¢ produto direto de {1, —1} e de um subgrupo ciclico infinito, que é gerado
pot um elemento g > 1, chamado 0 invertlvel fundamental de I, Isto serh
demonstrado no §19, como caso parncular do teorema de inveriiveis- de
Dmchlet Por exemplo, no caso I = Q(f ) vé-se facilmente que 1+ \/F_
¢ um elemento de U(f,) de ordem infinita; veremas no §19 que 1 + f
¢ o invertive] fundamental de I,. ,

Terminaremos este parigrafc com um estudo mais detalhado do
anel Z[ 1] dos inteiros de Gauss. Daremos uma resposta completa 4 questio
de como os ntmeros primos peZ se fatoram em Z[{]. Antes, porém,
‘mostraremos que esta questdo estd ligada ac problema de determinar
o$ niimeros primos que séio somas de dois quadrados m? + #*, comm, ne 7.

(2.8) Seja p um nimero primo e sejam m,ne Z. As Seguintes condigbes sdo
equivalentes:

(i) p=m> +n®
(i) mi+a«i é um divisor préprio de p, ‘nlio-invertivel em Z[i).

Neste caso temos que m # 0 # n; os elementos m+n-i,m-n-isio prmzas
e Z[[] e p={m—+n-0-{m—n-i.

Demonstragio. Obviamente, Af (m tn-=AHm-—n-D=(m+n-i:
“{m—n-D=m*+n*>0 (sendo 4 = A" o)

(i)=(ii): De p=m?*+n® resulta que mst0£n’ logomtn-iem—n
nio sdo invertiveis em Z[§], por(2.7), e portanto sio divisores préprios de o
Além disto, sdo irredutiveis em Z[{], por (1.11 d}, & fesmo primos, devido
a (2.6) e (2.5). _
(ify={i): Existe ae ZLENU(Z[I]) tal que p=(m+n-i)-a, e de {1.11c)
resulia que Aas# L # A (m4n- i) Come pPP = Ap=A{m+n-1) N,
conclnimos que A (m+n.ij=p. [J

Os mimeros primos p que satisfazem as condigdes equivalentes de
{2.8), para certos m, ne Z, sdo aqueles que se lornam redutiveis em Z[::E
O seguinte tcorema mosira que estes sio exatamente os nameros primos
p=lmodd e p=2

(2.9) TEOREMA. a) Se p=3 modd, entdo p ¢ irvedutivel em Z[i].
‘ " h)Sep=1 mod 4, entdo existem niimeros m, neZ, m po-
sitive & par, n impar, tais que.p=(m+n- i) (m—n- i, Os elementos m+n <,
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m—n-i sio_iredutiveis ndo-associados em Z[i],
¢) 2=1i" (l —i, e L—i ¢ irredutivel em Z{E].

Demonsiragdo, a) Se p f01 redutwel em Z[i], entfo exrstnao m nef tais

que p=m* + n* por {2.8). Obviamente, m” e n* sdo cén-

gruos a 0 ou 1 mod 4, logo p=m* + n* =0 ou 1 ou 2 mod 4; pozlauto
%3 mod 4.

b) Seja x um perador do grupo multiplicativo F¥ do corpo Fp= z/pZ

o qual é ciclico de ordem p—1 (veja (3 1)), Sey 1 umco subgl upo de ordem ?

p-t
¢ gerado pelo elemcmo ~1=u?, o qual é um quadlado em ¥, pois
4 p—1. Scja he Z um representanie de y * ; entio A2 = —1 mod p, ou

seja, p divide A* +1=(h+i)- (h—1). Como Z[i] ¢é fatorial, existe um
elemento primo n de Z[i] tal que =] p; portanto 7 divide A+ i ou h—1i,
Por outro lado, p obviamente néo divide h + i nem h—1i; logo m & um
divisor pmpno de p. De (2.8) resulta que existem m,ne Z\{0} tais que
p=in*+n*=(m+n-i)- (m—n-i), ¢ ambos os fajores sio irredutiveis
em Z[i]. Como p=1 mod 4, s ¢ n tdm paridades diferentes. Substituindo,
5¢ necessdrio, m+n- i por um des elementos associados —m—n - i,
n— i, ~f+n- i podemos assumir que m & positivo e par e n & impar.
Obviamente, os elementos m+n « i e m — p - { nfo sdo associados em Z[i].

ey Temosque 2= (1 +i)- (1 —~f)=i- (I —if e por(2.8), | —iéirredu-
tivel em Z[{]. 3

Como conseqiiéncia de (2.8) e (2.9) obtemos 1mcd1atam€me 0 segumtc
resultado devido a Fermat: -

(2.10) COROLARIO. Para qualquer nimero primo p, as seguintes condi-
coes sio equivalenies:

(&) Existem m,neZ tais que p=mt 4 i

(it} p ¢ redutivel em Z[i].

(Hiy p=2 ou p=1 mod4.

O Teorema {2.9) serd gencrahzado mais tarde, no §15 a ‘qual-
quer corpo quadratico L. Em particular, sera mostrado que cada numero
primo p € de um dos seguintes tipos;

{a) p & inerte em- I,, isto ¢, continua uredutivel em I; .
(b) pédecompostoem !, isto & é um produto de dois elementos irredutiveis,
nio-associados em I :
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(¢} pr& ramificado em 1, isto &, ¢ associado ao quadrade de um elemento
irredutivel em 1I,, ‘ : ..

sendo qee o 0ltimo caso ecorre apenas para um nimero finito de primos p.
Na verdade, as definigbes de “inerte”, “decomposto” e “ramificado” zcima
indicadas se aplicam apenas ao caso em que 1, & fatorial, No caso geral,
elas devem ser substituidas por definigdes analogas, que s¢ referem aos
ideais maximais de I, T ‘

EXERCICIOS

2.1.

2.2,

23.

24
2.5

2.6,

Mostre que 5';:: ;/52 ¢ um inteiro algébrico e determine seu po-

lindmio ‘minimal sobre ), .

Seja L ;‘@Jﬁ) onde de B Indiqu{a todos os r, s Q@ fais que
Lr+s-./d formem uma base integral de L.

{Distinga os casos d=1 mod 4 e d=2 ou 3 mod 4)

Para cada um dos pares {a,b) e {(2+ 3, 1+ ), (3 — 2i, 1 + 2i),
(4 + 54 2 — 1)} determine ¢, reZ[i] tals que a=g-b+r e
Hagar < Vag ab. :

Prove que os dominios Z[{/ —3] e Z[./65] ndo s3o fatoriais.

a} Seja 1= Q(,/ - 26). Mostre que 3,1 +./ 26 ¢ | — ./~ 26 séo
j ‘

irredutiveis em f; e conclva que I, ndo & fatorial.
b) Seju L=0(/10). Mostre que 2, 3.4+4./10 e 4— /10 sdo ir-
redutiveis em {; e conclue que J, nio & fatorial.

.} Seja L = {,/—19). Porque a igualdade .

@+ /=19 - /19 =57
nio contradiz o fato de I, ser fatorial?
Seja L= 0f./d) onde de@. 1
a) Prove que as seguintes condigdes sio equivalentes:

(i} i ¢ cuclidiano em relagfio a norma absoluta. o
(11) Para quai_quer Ae L existe we )y, tal que | A7, (A — o) < L.
(il}) Para quaisquer r,s¢Q exislem m,ne Z tais gue;

|(#—m) —d- {s—nfl <] no caso d‘az ou 3 mod. 4.

2 2
- D

<;1' 10 'caso dE 1 mod 4.
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- b) Mostrequetodo de{—11, =17, -3, -2, —-1 2,3, 5, 13} satisfaz a

27

2.8.

29.

2.10.
~ Prove que n nio & soma de trés quadrades, isto & A # &% + £% 4+ m’

condicio (i), o que ndo acontece com nenhum outro ded

negativo. {Veja Weiss 1371, Propusition 6-4-1). '
Seja H pra fatoragic (em Z)[do nimero natural g # 0. Prove que
existirdo m,ne Z tais que g=m® +n® se ¢ somente se, para cada
p=3 mod 4, o expoente k, for par.
Seja L=1Q(,/d) onde dz 2.
a) Supondo d<0 ¢

X*4{d|- ¥ no caso d=2 ou 3 med 4,

F(X, Y)= 1-4d

X + Y2 no caso d=1 mod 4,

prove que, para qualquer ndmero primo p, as seguintes condi-
¢des sdo equivalentes:

{i) A equagdo F(X, ¥)=p tem uma solugdo (m, n)e Z x Z.
{if) Existe wel, tal que A q0=p.
(iif) p ¢ redutivel em I.

. b) Tente formular e provar uma afinmagio semelthante no caso em

que 4> 0.
(Note que & desnecessario supor que [ seja fatorial)

Sejam p, m & n como em (2.8). Indique todos os elementos de Z[i]
que dividem p. Quais deles sdo associados entie si?

Seja n um nimero natural tal que s =47 (7 + 8h), onde g, he N,

quaisquer que sejam k, £, e Z. )

(Observagio: Pode se provar que todos os outros numeros natu-
rais n sio somas de trés quadrados. Veja Hardy- -Wright 12}
§20.10).

2.11. Prove que existe uma infinidade de elementos o & Qi) tais que fa] = 1.

-§3.- - Corpos ciclotdmicos

pos

Consideraremos neste paragrafo corpos ciclotomicos, isto €, subecor-
Q) de € perados por uma raiz dz unidade, {.
Convém estudar preliminarments as raizes da unidade contidas num

corpo K qualquer. Para qualquer elemento ndo-nulo « de K denctamos
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por oo} a ordem (finita ou irifinita) de o no grupo multiplicativo K*, Ela
independe de K no sentido que coincide com a ordem de o em L¥, qual-
quer gue seja o corpo L2 K.

Diremos que { € K & uma raiz n-ésima da unidade em K quando
{"=1, isto &, quando n for um multiplo de o(f). O conjunto W,{K} das raizes
n-ésimas da unidade em X € um subgrupo de K* cuja ordem € no ma-
ximo igual a n, uma vez que W (K) consiste das ralzes em K do polme-
mio X" - 1.

(3.1) Todo subgrupo Jinito V de K* ¢ ciclico e-igual a W;,,(K"}, sendo m 4
ordem de V.

Dentonstragdio, Por um resultado conhecido da teoria dos grupos abe-

lianos finitos (veja Exercicio 5.2d), V possui um elemen-
to y de ordem r=MMC{o(@)|ee V}. Temos que Fs WK) = W,(K),
pois 7 & miltiplo de o{a) para tedo e ¥ e m € multiplo de ». Nestas in-
clusdes valem as ignaldddes, uma vez que W, (K) tem no maxime m ele-
mentos; logo r=m, e ¥ & um gerader de ¥ [J

. Para determinar a ordem de W,(K), convém considerar o gonjunto
@ {K) das raizes primitivas n-ésimas da unidade de K, isto €, dos [ e K¥
tais que o{)= r. Denotamos por p (zero ou um nimero prime) a ca-
racteristica de K. Observemos gue o polinémio X" —1e K[X] sera. se-
paravel se ¢ somente se p nio dividic r (pois (X" — 1Y =nr-X""1); isto
ocorrera, em particular, quando p=0, '

{3.2) Para qualquer n =1 as seguintes condigbes sdo equivalenies:

(1) WAK) tem ordem n.
(il) Z,(K) # ¢.

(iliy pAn e X"—1 farora-se em K[X] em fatores lineares.

Neste caso, PK)# ¢ para todo d|n, e
WAK) = || 24K) (reunido disjunta).

din

Bemonsiracdo. (i) = (ii} resulta de (3.1).
(ii) ::- {iii}: Seja { e # (K). Entéo p J m, pois, caso conirario, teriamos p # 0

(C")’3= {"=1, logo {*=1, o que ¢ absurdo. O polindmio X" —1 tem
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as h raizes 1, {, ..., £"" ' € K, logo [atora-se em K{X] em fatores lineares.

(iii)=>(i): Existem , ..., n,c K tais que X"— 1=(X —5;) ... - {X—n,).
Como X"— 1 & separivel, os elementos n,;...,n, sdo distintos e for-
mam W(K)

Para todo d{ r temos que {7 € @,(K). A {tima igualdade ¢ trivial. 0]

Obviamente, qualquer corpo algebricamente fechado cuja caracteris-
tica nfio divida r e, em particular, o corpe C, satsfaz as condigfes equi-
valentes de (3.2). Por outro lado, paia gualquer subcorpo K de R ters-
mos que W,(K)= {1} {respectivamente = {1, — 1}} se n for impar (respec-
tivamente par), ¢ 2,(K)=¢ para qualquer n> 2.

Se K tiver caracteristica p # 0, entdo WAK) =W, J(K)ed, {K)=¢
para r = 1, Notemos ainda que W W(F)= Fy, sendo F, o corpo de g =p"
elcmenlos

Estes exemplos mostram gue o grupo

W(K) = | W(K)
mE L
de todas as raizes da unidade em K, o qual obviamente coincide com o
grupo de torgio de K*, pode ser finito ou infinito, Se for [inito, digamos
de ordem n, entiio W(K)= WK}, ¢ teremos que Z,(K)# ¢ s¢ e somen-
te se d | »n; em particular, exceto no caso de caracteristica p= 2, a ordem #
- & par, pois —1e@(K). .

Mencionamos ainda que, para qualquer subanel R de L, a mtclsegao
WL} R € um subgrupo de U{R) e WI(L) ¢ um subgrupo de Ul (R))
Em particular, W{(L) sera um subgrupo de U{R) quando R for integral-
mente fechade em L.

Pata qualquer corpo de numeros algebncos L, W{L) & um subgrupo
de U{l,) e é finito, como foi demoenstrado em (1.16); uma outra demons-
tracio & Sugcrida no Exercicio 32, Se L for um corpo quadratico, di-
gamos L = .\f:?) com d e %, entdo W(L) tem crdem 2, exceto nos
casos d= —1 ¢ d= —3, nos quais tem orders 4 respectivamente 6, sende
gerado por uma raiz primitiva quarta respectivamente sexta da unidade
(veja (2.7)).

Seja K um corpo que possui uma raiz primitiva s-ésima da unida-
de {, isto &, que satisfaz as condigdes equivalentes de (3.2). Para deter
minar as oulras raizes primitivas p-ésimas da unidade, usaremos ¢ fato
de W (K] ser ciclico de ordem x e, portante, isomorlo ao grupe adiiivo
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(Z/nZ)* do anel.Z/nZ. Mans precisamente, observamos que a aplicagio
definida por k— {* (k¢ Z) induz um isomorfismo de (Z/nZ)* sobre Wi(K)
¢ que, sob este isomorfismo, os geradores de (Z/nZ)* correspondem biu-
nivocamente aos geradores de W(K), ou sejd, aos elementos de &, (K).
Sabe-se que os geradores de (Z/nZ)* sido exatamente as classes primas
mod #, iste &, as classes k + nZ tais que MDC(k, )= 1, & que estas for-
mam o grupo multiplicative’ U{Z/nZ) dos elementos invertiveis do anel
Z{nZ. A ordem do grupo U(Z/nZ) & denotada por ¢(n), sendo @ chama-
da a funcdo de Euler. Respmindo:

(3.3) Seju' L e P(K). O isomorfismo { {Z[nF)* - W,(K), bem-definido por
k+nZr " (k€ Z), induz uma bijecio de U(Z/nZ) sobre @ (K). Portan-
10, # PoK)=gln)

A fungiic de Buler lsa'tisfaz a seguinie i.gha!dade:
QIS o Py = BT e T (= ) e (g — 1),

para quaisquer niimeros primos distintos p,,. P quaisquer ky,....k, > 1.
Esta igualdade ¢ uma conseqiiéncia imediata dos seguintes fatos:

a) O grupo U(Z/p"Z) tem ordem p" ' (p—1) (sendo p primo ¢ r = 1)
b) Se MDC(m n)=1 entfo. U(ZjmnZ) serh isomorfo ao prodate car-
teslano de U{Z/mZ) por U(Z/nZ). (Veja Exercicio 6.4.)

Obviamente, U{(Z/nZ) & abeliano mas nem sempre ciclico, Prova-se
que serd ciclico se e somente se n for igual a 4, ou igual a p* ou p"+ 2, para
algym primo p impar e r={ (veja Ribenboim [287], Chapter 3).

Mostraremos ainda que os elementos de .U(Z/nZ) agem como auto-
morfismos do grupe W({K) De fato denotando por ko endomorl'is—
mo de W,(K) deﬂmdo por 7+ g* (n e W,(K)), afirmamos:

(34) 4 aphcagaa defzma'a por kv by, lke Z} tnduz um tsamor:frsmo de
U(PZ/'HZ) sobre o gripo dos automorﬁsmos de W{K).

Demonstragio. Sendo W,(K) ciclico de ordem #n, todo endomorfismo de

- W(K) é da forma ki, para aEgum keZ; ¢ teremos que
Ky =k, seesomentesek = X niod . Além disto, %y €T um automorfismo
de W,(K) se e somente se MDC, n) = 1, se & somenie se k 4-nz e LHZ ni):
Por isto, a aplica¢iio acima indicada Induz uma bljecao de U(Z/nZ) sobre
o conjunto dos antomorﬁsmo.s de W(K), a qual ¢ obviamente um Iso-
morfismo. [ - B
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A seguir, partindo de um corpe K qualquer, estudaremos a exien
sio L de K obtida pela adjungdo de uma raiz primitiva n-ésima da uni
dade, {, pertencente a um corpo algebricamente fechado Q= K. Recor
damos que ta] { existirh, isto &, # (Q) # 0, se ¢ somentc se n ndo for divi
sivel pela caracteristica p de K (0 que & trivial quando p = 0).

(3.5) TEOREMA. Seja L = K(0), sendo (&Q uma raiz primitiva n-ésim

da unidade. Entfio L é uma extensio galoisiana de K

cujo grupo de Galois Au(L| K) ¢ canonicamente isomorfo a um subgrup
de UtZ/nZ). -

Em particuiar, Aut(L| K) é um grupo abeliono e sua ardem divide ¢{n)

Demonstragiio. L & o corpo das raizes do polim”)mio separdvel X" —1

 logo é uma extensfio galoisiana de K. Associando a todc
oeAut(L| K} a sua restrigio ac grupo W (L), obtemos mm homomorfis
mo injetivo de Aut{L.{ K) no grupo dos automorfismos de Wj(L) que
por sua vez, ¢ canonicamente isomorfo 2o grupo U(Z/aZ), por {34). C
resto € 6bvio. O

Observemos que o grau [L: K], igual a ordem de Aut(L] K), pode
ser um divisor préprio de @(n), ¢ isto acontece até no caso em que K ¢
um corpo primo F, (por exemplo, quando p >3 e n=p — I}. Por oulrc
lado, no caso K = Q vale o seguinte

{3.6) TECREMA. Sgja { € C uma raiz primitiva n-gsima da unidade. Entic
L=1Q(} é uma extensdo galoisiana de @, cufo grupc
de Galois é canonicamente isoinorfo a U(Z/nZ) e, portanm é abeliano de
ordem (p(n)
- Além disto, o- polindmio minimal Py o ¢ igual ao polinémio

$,= J[ X=n
Re Pu(C)

Demonstragdo, Provaremos primeiro que, para tedo nimero primo p que
nio dividir n, 0s polinémios minimais P = Pyjqe Py =Py, g

coincidem. Suponhamos que P # P;; entdo existe GeQ[X] tal que
X"— [=FP-P,- G Como { é raiz de P{(X7), existe He @[X] tal que
P X" =P H. Como P e P, sio polindmios mdnicos em Z[X] devido

a (1.11a), concluimos de (1.9a) que ¢ mesmo vale para os polinémios G e H.
Aplicando o homomorfismo canénico x : Z[X]— F,[X], obtemos que
kP« kH = k(P {X¥) = (1P, ); logo kP & kP, possuem um divisor comum
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DelF,[XT\F,. Resulia que D* divide (X" — 1), 0 que & absurdo devido
a separabilidade de X" —xl e F,[X]; portanto temos que P=P,.

Aplicando - este raciocinio sucessivamente as poténcias 7, {P-F,
[rerr L onde p, ¢, p", ... so nimeros primos que ndo dividem n,
-concluimos que todas essas potdncias, ¢ portanto todos os elementos
1 €#,(C), t8m o mesmo polindmio mipimal P, = P; portanto @, divi-
de P. Vale mesmo ®, = P, pois 0, = ¢(n) = [L: K] = 2P devido a (3.5);
portante @{n)=[L: K], De (3.5) resulta entfo que Aut(L]K) é canoni-
camenie isomorfe ao proprio grupo U{Z/nZ). O

O corpo () chama-se 0 n-&simo corpe ciclotémico. O n-ésimo po-
lindmio ciclotdmico, ®,, que, devido a (3.,6), & um polindmic mbnico em
Z[X], de grau ¢(n), ¢ irredutivel em QfX], podc ser facilmente calcula-
do a partir da seguinte igualdade:

37 X" — 1= [] @,

dn
a qual resulta imediatamente da igualdade indicada em (3.2). Por exem-
plo, para qualquer niimero primo p temos que X?—1=®,- @,; logo
Bp= (X — 1) - (XP—1)= XP~' £ XP72 | X -+ |, Mais geraimente,
para as poléncias p* de um nimero primo p temos que

X — T =0 @y e O Dy, = (X7 = ) O,
" f: I P

logo @, = X*"H =Dy Um0 polindmio @
obtém-se da igualdade

XP— 1= by by B = (X2 — 1) (X + 1)+ Dy

logo @ = X*> — X + 1. Pode-se provar que para n < 1035, todos o8 coefi-
cientes de @, estio em {0, 1, — I}, mas que ocorrem coeficientes arbitra-
riamente gra.ndes para nimeros n > 105, como foi provade por Schur
(veja Lehmer [237).

Recerdamos que, para qualquer corpo de nimeres alpébricos L, o
grupo W(L) ¢ finito. Determinemo-lo explicitamente no caso do n-ésimo
corpo ciclotémico.

(3.8) COROLARIO. Sejam { e L= Q() vomo no reorema (3.6). Entdo W(L)
tem ordem n (vespectivamente 2n) no caso em que h
¢ par {respectivamente Tmpat).
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Deinonstragio. Sejam i7a ordem e 5 um gerador de W(L), Como { € W(L),

teinos que ,u'i 0, Seja n=pb . .. pfra fgtoraqﬁo de n;
entio existem k) = k;, ... klzk cmeN taisque i =p¥ - ... - p¥.m e
MDC(m, pj)=1(j=1,...,r). Por outro lado, o grau
[@or}: Q] = @) = pii~*- o 70 oy = 1)+ e (g — 1) @)

& um divisor do_ grau
[L:a]l =g =pf~" o pr b py = e o {p — 1
loge ky =k, ...,k =k e q@(m)=1.Resulta que ¥ =n- me que me {1,‘2}.’

Sendo »' par e MDC(m, n) =1, teremos que n= Z se e somente se n for
impar, ] .

A seguir estudaremos o anel Iy dos inteiros do corpo ciclotémico L,
restringindo-nos entretanto ao caso em que 11 é um nimero primo p finpar.
" Seja L = (Y), sendo { uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Entdo
[L:Q]=p—1;1,¢,...,¢7% formam uma base de L sobre Qe , £% ..., (7~
540 as raizes do pohnomm cmlot{)mlcc G, =X T X2y 4+ X+ 1 G
grupo de Galois Aut(i.| @) consisie dos p—1 automorfismos Biyovs Gy,
sendo o; univocamente determinado por o= (j=1,...,p— 1), em par-
tieular, o, ¢ a identidade de L. '
No anel J;, os elementos £~ 1, {2 —1,..., 07" — 1 represeniam um
papel importante. Calculemos ¢ seu polinémio minimal ‘sobre €;

(39 t—1,...,07 ' —1 sio ratzes do polindémio

W, = XF1 +( P 1)- Xt 4 ('?)* Xy (‘;")E-Z[X],
, - 7 . '

gue € irredutivel em Q[ X].

Demonstragdo. Para todo'je{1,...,p — 1}, o elemento £ — 1 & obviamen-
ie raiz do polinémio '

(XHr -1 1 & [p
Xx+pny=2222 77 _ . CXE =,
Pt ) =TT T X kgj(k) K=
o qual ¢ irredutivel pelo oritério de Eisenstein. 0o

B obwo que a lrrcdutlbﬁldade de \f, segue também da irredutibili-
.dade de ®,, demonstrada em (3.6). Por outro- lado, a irredutibilidade de
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®, pode ser concinida da de ¢, o que fornece uma altamauva. para a
demonstraqao dada em (3.6), no caso em que n=p.’

Como cada um dos elementos EJ e t/—1 & um elemento primitivo
da extensdo L de @, o seu polindmio minimal sobre © coincide com
o polindmic caracteristico em relacic a L| Q. Portanto, escrevendo 5
e A em lugar de Iy q € A q, temos, para j=1,...,p— 1, que:

(B10) Tl = ~1, FE-1)=-p, F(1- CJ)=.D;
A= A= =p AU =
T 6bvio que- as§ potenmas de ¢ sdo invertiveis em 7, . Por outro lado
mnstraremos que:

(BAty a} 1-¢, .., 1~ Pt sdo irredutlvels em I, associados dois a dois.
Yl nZ=p-Z,
c) p é associado a (1 =2y % em I,.

Demonstragdio. a) Paraj=1,.. WP~ Ltemos que F— el e A(l =) =p;
logo 1 —t/ & irredutivel em I,, por (1.11d). Além disto,
1~ ¢t & associado a 1 — ¢, uma vez que

P—f=a =0 @t f“' A

b) De (1.11b} concluimes que p= A#(t —{}e(l —{)- ILnZ Como
pZ & um ideal maximal de Z e 1¢(1 — &)+ I;, por a), resulta que
PE=(l = - LA Z \

. ol T . ‘
¢) p=A(1 =)= 1‘[ }-(t—f;)— 1‘} (t — {4 & associado a (1 — P4,
=1
por a). [

Podemns agora demenstrar que ¢ Z-médulo I; & llvrﬂ Mais pre-
cisamenté:

(3.12) TEOREMA. 1,4, ...,{72 formam umia base do Z-modulo I,

Demans:mpao L4, ..., 0777 sdo linearmenie independcientes sobre Z, pois
o sfio sobre. (. Obviamente Z+ 2~ [+ ...+ Z- ("2 < I;;

pmtanlc basta provar a inclusio inversa. Seja o€ 1y, digamos a=ag+

tap L4 +a, e (777, sendo ag, ..., a,_; 6 0. Mostraremos primei-
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p-z .
70 que @, € Z, Aplicando o trago ao produto a- (I —(}= Z ap (=it

¢ observando que F (/= )=F Y — TP =0 paraj—l ..,p—2, ob-
temos que 7 (& - (1 =g+ F(1— C) dq + . Por outro lado, temos que

Fle- 1 -Oi= Z oo (1—=0)= Zafat- (L-he(@ =0 I.nZ=pZ

por {I.11a) c (3111 portanto ag EJZ

~ Supondo, por indugdo, quedo, ..., q;., € £ paraalgamje{1,...,p— 2},
mostraremos que a,€ Z. De fato, multiplicando e por ("™, obtemos que
a- P g agy (g PTITR pdg PT ay  P
Substituindo (F~! por —1—¢—., .~ £P"2 concluimos que a+ (7=
=(ay—da; )+b -4+ by {**, com by, ..., b,_, e @ apropriados,
Como o- ¢r=) e |,, resulta da primeira parle da demonstragio que
a;— 4., € Z; portanto a;=(a;— a; ) + a; , € Z Concluimos que
Aoy i@y 267, logo GEZ+Z [+ .. +Z- "% [0

Mencionamos, sem demonstragdo, que este teorema se generaliza ac
n~-&simo corpo ciclotdémico, para qualquer r > 1; de fato, este tem
1,¢, ..., 0% % come base integral, sendo { wma raiz primitiva n-ésima
da unidade (veja Ribenboim [28], Chapter 13 (4}, ou Weiss [37], 7-5-4).

Terminaremos este paragrafo mostrando, para 0 p-ésime corpo ¢i-
clotdmico L= Q({), um resultado de Kummer sobre o grupe U{f.), que
teve um papel importante na tentativa de provar o Ultimo Teorema
de Fermat {veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 11, §1). Ele afirma que
todo elemento invertivel de I, & produto de wma raiz p-ésima da uni-
dade por um elemento invertivel real; em outras palavias:

(3.13) TEOREMA. U(i,) ¢ produte direte dos subgrupes WL} «
Ul )n R o

Demonstragde. Para qualquer @ e C denotamos por w* o complexo-con

' jugado de . Lembramos que w - w* =| w]z— ¥ |?, e que
w=w* s¢ & somente se we R Notamos que a restrigdo, ao subcorpo L
do autemorfismo # de C coincide com Tp_1,pois{ - {¥=| E|2— 1=0-e, 48
Seja e U(lL); entio w* =0, 0 € Ul ) e paratodof=1,...,p— 1, temoy
que ot =ofe, @)=, lop)=ie ), pois Aut(L] QZ!!) & abeliano

jmrtan!n o; % = ({o;0)*})7" - oo tem valor absolute igoal a 1. De (L.16
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concluimos que O%E W(L), e de (3.8) resulta que i:: ={—1y % com
o

ec{0,1} e ke, 7
Para mostrar que ¢ =0, consideramos o homomotfismo candnico 6
do anel I, sobre o anel quociente I = [, f(1 — ). 1,. Obviamente (=01 =1

- - p—2Z
(unidade de [), logo 80* = 00" =1 e assim 8f = ¥, Ob,= 6fi* para qual-
i=0

F-2 .
quer = 3 b;+ {*(com by, ..., b,_» & Z); em particular, fu= fo* Suponha-
=0

mos que e=1; entiio a = —{* . o*, logo fu = — fu*, logo. A2 )=2 - 6u =0,

ouseja, 2uef{l ~ ) - f;. Comoae U{f, ), temosque2e(l —¢ - I,nZ=pZ
por {3.11b), o que & absurdo; portanto o =.(*-a* FPxisie mef

tal que k= 2m mod p, logo Ea"; = M. ¥ =(€E)*E k. Concliimos que
=L Cifne WL} (UtI;) n ). Como W,{i) R = {1}, este produto &
direto. [

Observemos que de (3.13) resulta também a igyaldade
U(i,) = W, O WL Rag),

onde R, & o grupo multiplicativo dos niimeros reais pasitivos. Veremos
p—3
2

no §i8 que Ufl;)~ R., & um grupo abeliano livre de posto

BXERCICIOS

3.1. Prove que ndo existe nenhum corpo infinite cujo grupo multiplica-
tivo seja ciclico.

32. Sefa me RM\{0} e sejam py, ..., p, 0s niimeros primes menores que m+ 2.
© Prove:
a) Se ke N\{0} tal que @{k)jm, entdo kfm.p, - ... p,.
b) Para qualquer extensdo L de @ de grau m, W(L) ¢ um grupo finito
¢ sua ordem divide m-p, - ...- p,.
3.2 Sejam £, e C raizes primilivas - respectivamente m-ésinias da vni-
dade.
a) Prove que se MDC(m n}=1 entdo -5 & uma raiz primitiva
nmi-Esima da unidade,
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34.

15,

36,

37
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b} Conclua que s¢ n for impar, enifio —{ ser uma raiz primitiva
In-ésima da uwpidade e @y, =® (- X),

Prove que:

a) Qualguer polindmio ménico FeZ{X], tal que todas as raizes
de F em.C tenkam valor absoluio ignal a i, & um produto de po-
lindmios ciclotdmices.

b) Para cada m > 1 existe, no maximo, um polinémio de grau m des-
te tipo que & irredutivel em Q[X]. Determine os nimeros m para
os quais tal polindmio realmente existe, -

Seja [, o 12-ésimo corpo ciclotémico.

a) Determine Aut(L| () indicando explicitamente seus elementos.

b) Determine todos os subgrupos de Aut(L| Q) ¢ todos os subcor-
pos de L,

c) Calcule o polindmio ciclotdmico @,,.

Seja (2 um’ corpo algebricamente fechado e seja 1> 1 ndo divisivel

. pela caracteristica p (zero ou prima}de Q. Sendo @, o= [ (¥ —1n),

prove que: 7€ Pnlfl)

a} ¥, o ¢ a imagem de ®, pelo homomorfismo candnico Z[X ] —+0[X]
e, portantp, seus coeflicientes estiio no corpo primo de 0. D€ wina
demonsiragdo que ndo utilize. a irvedutibifidadeé de @,.

b) No caso p#0, ®, 5 ¢ um produto de ln)

polindmios irreduti-

veis em [ [X], de grau f, sendo f a ordem da classe p+nZ no
grapo U(Z/nZ).

Seja L. = (), sendo ¢ uma raiz primitiva m-ésima da unidade, onde

m>2, e seja K=Q( + (") Prove que:

8) Pug— K=+ X 4 L.

b) Seja o o automorfismo de {. determinado por of = {""; cnifo K
¢ ¢ corpo fixo do subgrupo de Aut(L}K) gerado por ¢.

¢) K é o maior subcorpo de I. que estd coniido em R

Q) [L:K]=2¢ [K:@}=EE%"2.

e} Delermine os m tais que K seja o Gnico subcorpe de L com
. [LK]z 2.
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3.8. Seja L= (Y), sendo {eC uma raiz p-ésima da unidade, onde p é
um hamero primo # 2,

a} Visualize no plano complexo a posigic dos elementos invertiveis
de I, usando o Teorema (3.13). )

b) Prove que I +{ e U(f,) e indique um k & N tal que (1 + Bt *er,

¢} Prove que, para qualquer o € U(J,), {émos que |a| e U(l) ¢

Y e W),
= 1T
BRI e

o]

d) Prove que os elementos invertiveis

_Fi
1—¢
. p—1y . . . .
i=1,..., 5 sfio distintos dois a dois.

84,  Discriminante

Mais impértante que o discriminante disc(F) de um polindmio
FeKFX], definido no §0, é o discriminante diséy xlety, ..., a,) de uma
r-upla de clementos oy, ..., o, pertencentes a2 uma extensdio [ de K, de
grau a, que introduziremos a seguir. Usa-lo-emos para provar, no caso
de um corpo de nimero aigébricos I, que /,, esta contido num Z-médulo
livre, o que permitira demonstrar, no §5, que o proprio f;, & nm Z-mé-
dulo livre, ou seja, que L possui uma base integral. Além disso, o discri-
minante de uma base integral de 1., que serd cliamado o discriminante do
corpo L e denotado por dy, representara um papel importante no §13, onde
serd mostrado que seus fatores irredutiveis sdo exatamente os nlimeros pri-
mos que se ramificam em I, )

Seja L uma extensdo finita de K de prav n. Para quaisquer o, ..., 0, € L
deflnimos o discriminante da n-upla By, ..., 8, COMO

diSC'JIK(Dﬁl,-..,OZ" = det(ﬂ—uk(a,- aj})e K.

Sem perda de generalidade podemos supor que a extensio L de K seja
separavel, pois, caso contrario, o discriminante sempre seria igual a zero,
uma vez que 7 xa =0 para todo ae L.

Discriminantes de diferentes n-uplas estio relacionados da seguin-
te maneira,

(1) Para i=1,...,n seja y;=") ey~ oy, onde ¢ € K. Entiio
=1" ’

i
dischK(’)’u s V) = (dct(fu))z ! dl‘SC.L.'| xloty, oy m,).
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i
Demenstragdo. Basta aplicar 7, p digualdade ye- y= 3. Cpir Oy B &5
_ : ) o
e considerar os determinantes das matrizes assim obtidas. [JJ

Sejam o,,...,0, 08 n K-isomorfismos de L em £} (corpo aigebrica-
mente fechado que contém L); entdo, para quaisquer &, ..., o, € L temos
que

(4.2) diSCL | g(otl 3 k- ,an) - (det(a'f“j))z'

n
Demonstragio. Resulta de F gl )= 3 o a0 (Lj=1,..,n C
k=1

Mostraremos que o discriminante. da a-upla 1,e,...,a""* coincide

com o-discriminante do polindmio caracteristico de a; de [ato:

{4.3) I-:'ara‘ qualquer o.e L temes que

n n

discyy(loa, o) = T1 ] (op— a0 = disclF) =

f=1 j=t#1

- (;‘1){'2')L,VL|K(F'(¢)), setido F = Fn.LlK'

Demonstragde. Substituindo X; por o no determinanie de Vandermonde
det(X{"") =[] "[] (X, X)) (veja Zariski-Samuel [38],

: i=1 j=i¥1
p. 94) e usando (42), obtemos a primeirn igualdade. Resulta que

discy;g(l, ¢, ..., a" ') = dise(F), uma vez que F= [] (X — @) Como
J=1 .

P = S X @ e (X = oy @) (X — g g@) e (X — o),
i=1 :

temos que

Flog) = (o0 — 6,0) ... (on — a;mla)- (o0t — 10100 .., - oy —.U,,a):
logo | ' '

Sy = [ Flow = [T IIJ < op) [T 1] (0w —om) =

= =108 1] e - opf O
i=1 j=ifl -
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Usamos {4.3) para caracterizar as bases da extensdo L de X por meio
do discriminante:

(4.4) Sejam fi;, ..., B, € L. Teremos que discy, x(B, ..., B,)# 0 se e somen-
te se By, ..., B, formarem uma base da extensio L de K. '

Demonstragdo. Seja o v elemento primitivo da extensio L de K.
Entﬁo_ Toh8, ., 00 sBo  clementos  distintos, logo
discy, x{f, &, ..., "1} #0, por (4.3). Como 1, &, ..., "~ ! formam vma base,

existem by e Q tais que = 3 b, &/~ (i=1, .., n). Obviamente f,, ..., §,
i=1

formardo uma base se e somente se det{h;;) # 0, 0 que ocorrera se e somente
se discy x(fy, ..., f,) # 0, devido a {4.1). [].

Usando (4.4), mostraremos que toda base da extensio L de K pos-
sui uma base dual. Tsto serd uma conseqiiéncia da seguinte afirmagio:

(4.5) Suponhamos que B, ..., B, formem uma base da extensde L de K. Parg
quaisquer ¢y, ...,c, € K existe um e um 56 aeL tal gue F B o) =g
(i=1,...,.,n

u ,
Demonsiragdo. O sistema de equacdes lineares ) TP By X;=¢
‘ = :

(i=1,...,n) possui uma e uma sd solugéio Ary.d,€ K,
uma vez que det(# p x(f;+ f7))=disc, 1(f;,..., B.) #0, por (4.4). Qbvia-
menie, x=a;- B, + ... +a,- f,¢ o (nico elemento de [, que tem & pro-
priedade desejada. []

(4.6} Para qualquer base By, ..., [, da extensdo L de K existe uma e uma
s base fY,..., [, desta extensio tal que

Tl B =28, (j=1,..,n.
Para todo wel temos que o=y Ty ((f;- 0)- B,
j=1

Demonstragio. De (4.5) resultam a existncia ¢ unicidade de elementos
Bi. ..., B € L que satisfazem as igualdades indicadas. Para
quaisquer ay,...,a,€ K temos que ‘
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' f/",:“((ﬁf‘.'(i 0 ﬁ})) = % ar o B) = an fi = Lo

portanto a= ) a;- ff; implica que ‘a;= | x(8;- 0} (=1, ..., n). Em parti-
i=1 ‘

cular, se =0 entdc g, =...=a,=0; portanto ff}, ..., [}, sdo linearmente

independentes, logo formam uma base da extensdo L de K. [~

A base 5, ‘..v,[i’,r- indicada em (4.6) & chamada a base dugl da base
Bi. ..., B B Obvio que, poroutrolado, B, ..., f, formam a base dual da base

Biy..., B e que todo e L se escreve como o= 3. F . xbo )+ fi.
. fe1

No gue se scgue, sejam R um dominio integraimenic fechado e L
uma cxtensdo separavel, de grau n, do corpo de fragdes K = Q{R). Mos-
traremos que 1, (R) esté entre dois R-mddulos livres, M ¢ M, sendo o
primeiro gerado por uma base fy,..., i, da extensdo L de K tal que
fiel (R} (j=1,....,1) e o segundo pela base dual. Observamos que uma
base f3y, ..., fi, deste tipo pode ser obtida multiplicando uma base-arbitriria
por um certo elemento d & R\[0}, uma vez que L = (I (R))gyjop por (L7}

{4.7) TEOREMA. Suponhamos gue By, ..., f.c1(R) formem uma base da

‘ extensdio L. de K ¢ [, ....[, a sua base dual. Entdc
temios gue M I (R)S M, onde M=R- B+ ...+ R+ f,e M =R+ i, +
A FR B sgo R-modulos {}“ur'gs, com bases B, ..., 0, e By, ... 0, res
pectivamente. '

Demonstragio. Obviamente, §,,...,, ¢ f,..., f, sdo lincarmente inde-
] pendentes Sobre R; porlanto formam bases de M e M’
‘respectivamente. A inclusio M < I,(R) & obvia. Todo e I (R) escreve-st

]
como a= 3 Fpxlff;- o) f por (46), e temos que Fp (ff;- o)k
=1

(j=1,...,4), devido a (1.10). Porlanto, temos que I (R}=M". []

Consideremos agora, para qualquer subanel S-de IﬂRLque.contéfn
R, o discriminante formado por s-uplas de eclementos de S. De (1.10 2]
resulta:
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(4.8) Sej}z RS i (R Pora quaisquer oy, ...,0,€ 8 temos gue
discy | gles, ..., o) € R.

O ideal by x de R, gerado pelo cohjuntordos discriminantes
discy x(ety, ..., @), onde ay, ..., d, percorrem todos os elementos de S, é
chamado o ideal dlbcrzm:nante de S| R.

@9) Seja R=S<=1 L(R) ¢ saponhamos que S, considerado cotno R-médulo,
possua uma base fi,,..., B, entdo, i

a) by g € um - ideal principal, gerado por discy x(fiy, ..., .).
Além disto, para quaisquer ay,..., ..., q,€ S, temos gue: '

b) discyxlotys ..., w) =@ - disey ..., B,) para algum aeR;

C) Oy, ..., 0, formardo uing base do R-mddulo § se e somente se a e U(R),

Demonstragdo. b) Seja' 0y = }_,au si=1,...,n), com a,»jeR; entdo, a

ipualdade mdzcada vale com g = det(a;) € R, por (4.1),
a) € uma consegiiéncia imediata de b).
¢} &y, ..., a, formardo uma base do R-médulo § se e somente se a
matriz (@) possuir uma inversa com elementos em R, o que ocorrera
se ¢ somente §¢ ae U(R) D

Conclulmos de (49) que os dlscrimmantes dxsc,_”_(ﬂlr GB) e
discy, g (ay, ..., 0,), formados por diferentes bases fionfaeag, ..., o, do
R-médulo §, se distinguem apenas por um fator que é o quadrado de um
elemento invertivel de R.
Exemplos de anéis S que satisfazem as hipdteses de (4.9) sdo fornecidos
pelos anéls R[e], onde a2/,(R) ¢ um clemento primitivo de LK. De
fato; :

(4.10) Para gqialguer aeIL(R) us seguintes condicées sfio equitalentes;
(i L= K{u) _ o ‘
(i) 1,6 ...,a""" formam wma base do R-médulo Rfa).

Neste caso, Dppy u € gerado por discy, pl(l,a, ..., a" 1)

Demonstraclio. ({)={ii): Os clementos 1,q, ..., 0" ! sio linearmente inde-

pendentes sobre K, logo também sobre R. Eles formam
um sistema de geradores de R-modulo Riw], uma vez qua o€ raiz do poli-
némio monice P, e REX), de grau n.
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{ii)=(i): Como 1,&,...,¢" ! sfo linearmente mdependentes sobre K,
temos que [Kfa): K] =n=[L:K]; logo K(z) =

A altima afirmagéo resulta de (4.9). [

A seguir, restrigimo-nos 20 case em que L & um corpe de nimeros
alpébricos, n=[L: Q] e R=7Z. Neste caso, obtemos de (4.9) a seguinte
alirmagido mais {orte:

{4.11) Seja S=1I,. Para rtodas as bases fi,,..., B, do Z-médulo S (caso
tais bases existam), os discriminantes discyoff,. ..., fl,) coincidem.

Em particidar, os discriminantes de todas as bases inlegrais de L coin-
videin,

Demenstragdo. Por (49), o quociente dos discriminantes de duas bases
quaisquer do Z-modulo § & invertivel e ¢ um guadrado
em Z; logo ¢ igual a 1. [

Sera provado no §5 que todo corpo de niimeros algébricos L pos-
sui uma base integral fy, ..., f,; o discriminante disc,io(f,..., 5,) (que
independe da cscolha desta base, por {4.11)) ¢ chamado o discriminante
do corpo L e serd denotado por d, . Serd mestrado também que netn sem-
pre existe uma base integral da forma |, e, ...,a""t, Condigdes necessi-
rias ¢ suficientes para a existéncia de uma base integral deste tipo sdo
dadas na seguinte proposi¢io, que é uma consegiiéncia imediata de (4.10)
e (4.11).

(4.12) Sejo [L: Q] =n. Para qualquer wel,, as seguintes condigdes sdo

“equivalentes,

(i) Ir,= &[] ]
(iy 1,0 ..,a""" formam uma base integral de L.
(i) d,, = discy all 2, ... e ).

A seguir, cafcularemos o discriminante 4 no caso de corpos quadra-
ticos ¢ ciclotémicos L. Veremos, em particular, que nestes casos existe
um o e J, que satisfaz as condigdes equivalentes de (4.12), Quanto a um
método para caleular o discriminante d;, no caso géral, veja Ribenboim
[28], Chapter 13 {1).

A) Corpos-guadvdticos

Seja L = @(ﬂj, sendo o & 9, Para qualquer a=1r + 5+ \ﬁf: O
r,s €, temos que of =07+ - d)+2r- 5 Jd; logo
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71

disc,_luﬂ, o) = det (,f’/‘g;

o 2 2
= det =4s?. d.
az) ¢ (ZP‘ 27+ 5 d) ) ’

g g

Em particular, temos que discy, o1, Jd)=4d e discMQ(l,l +2ﬁ>:t!."

. 1w . .
Como 1, ﬁ respectivamente 1, — formam uma base’inte-

gral’ de L no caso em gue d =2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4 fveja
(2.3)), concluimos que: ‘ .

4d guando d =2 ou 3 mod 4
413) d, = :
(4.13) d, {dquandodzlmod4

B} Corpos ciclotémicos

Seja L = Q({), sendo £ uma raiz primitiva p-ésima da unidade, onde p
€ um nimero primo impar. Recordamos que Pro=F Ljo=P, que

D) =0 para j=1,..,p—1, ¢ que 1,{,...,{* % formam uma base in-
tegral de L. Afirmamos que ‘

fiind 3
(4.i4) d), = (=1) 2 . pr-2, 7
. . -2 {F3'} ,
Demonstragio. Temos que d, =discy 1,7, ..., {77 H)=(— 1) N L g @)
por (4.3}, Como (p;l‘) =%'- p—2)e p%l':tém a mes-

ma paridade, basta provar que N APAD) =pP 2 De XP—1=(X —1) - ©,
obtemos que p X7 ' =(X —-1). @+ ®,, logo p- PV = — I)- ®0).
Aplicando a norma, resulta que p* '=p. AL @) por 13.10); {ogo
Ay |@(®L(C}) =p" 2 l:] -

Mencionamos, sem demonstragdo, que a igualdade (4.14) se penera-
liza ao n-ésimo corpo ciclotdmico, para qualquer n > 1 (podendo-se supor,
sem perda de generalidade, que n seja impar ou_divisivel por 4} da se-

guinte maneira:
: Pl

g =y

l i Pqﬂrrmpﬂ} >
pln

sendo s o niimero de fatores primos distintos, de n {veja Ribenboim (28],
Chapter 13 {4)). :
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EXERCICIOS

4.1,

4.2,

4.3.

4.4,

45,
~tivamente X° 4 10X + 1) Prove que:

4.6.

Seja [L:Q@]=mr ¢ seja 5 o nhmero de isomorfismos de L em R

#) Prove que n—s & par. ‘ o

b) Prove que n— s sera divisivel por 4 se ¢ somente se existir a e L
tal que .discy g, @, ..., w8 > 0, MNeste caso, temos gque
discy gty ..., ) 2 O para quaisquer «,,...,, € L.

Seja L um corpo quadratico.

a) Dado o e LA, calcule @ base dual da base 1,a.

| .
b) Prove que 1,?(d;,+.,fd;,) formam uma brase, integral de L.

Seja [L: Q] =n ¢ suponhamos que fi,, ..., f, €, formem uma base
da extensdo L de £2. Usando o fato (a ser demonstrado em (5.6)) que L
possui uma basc integral, prove que: ' ‘

a} By, ..., By formardo uma base integral de L se ¢ somente se

|disey By ..o B} = ming{| discy afos ..o )| | rr, o, € ILODL.

b) fi.,..., By formario uma base integral de L se discy, alf,, ..., f.) ndo
for divisivel por nenhum quadrado ¢* =1 (onde ced)

¢) Mostre, através de um exemplo, que ndo vale a afirmagio inversa
de b).

Seja L = Qfw), sendo « uma raiz do polinémio X3 —3X -+ 9.

a) Prove que X2 —3X =9 & irredutivel em Q[X].

b} Prove que discy gfl, 00} = —27- 7. 11,

c) Sendo =3 a"", prove que fel,, que Z+Z e+ Z- f ¢ um

- subanel de I e que Z[e]|< Z+Z- o+ Z- f.

(Sugcs&ﬁo: Verifique que ff=1— %—az).

d) Conclua que existe m> 1 1al que discyq(1, e, 0t )=m?- discy,of 1, o, f).

¢) Usando o item b) do Exercicio 4.3, conclua que 1, o p formam
uma base integral de L, :

Seja L = Q(x), sendo o uma raiz do polinémio Xa — X —1 {respec-

" a) Este polindmic ¢ irredutivel em QX1

b} 1,0, 0 formam uma base infegral de L.

Determine uma base integral e o discriminante dos seguintes corpos

de ntimeros algébricos: Of/2, 1, Y3, aLY6), ORY2).
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85, 'Bases integrais

O nosso objetivo & mostrar que todo corpo de nimeres algébricos L
possui uma base integral, ou seja, gue [; € um Z-modulo livre. Como wn
primeiro passo, mostramos no §4 que I, estd contido num Z-médulo
livre. De fato, de maneira mais geral, foi provado em (4.7) que, para qual-
quer dominio integralmente fechado R, o' R-médulo [,{R) esth contido
no R-médule livee Ry, 4+ ...+ Ry, sendo y;, ..., 7, uma base apro-
priada da extensdo finita e separavai L do corpo de fragbes K = Q(R). .

Assim podemo-nos restringir 4 questio de saber se todo sub-mo-
dule de um R-modulo livee é livre. Para estudar esta questio, convém
imergir o R-médulo livie M num K-espago ¥, o que pode ser [eito da
sepuinte maneira: Fixando uma base fi, .. ,B,, de A, consideramos o

conjunto V de todas as combinacdes linearss “formais” ): a;+ f;, onde
i=1
ay, ..., a, percerrem K. Chviamente V & um K-espago com base [, ..., f,

e, considerado como R-médulo, contém M como submédulo. Além dis-
to, a construcio de ¥ independe da escolha da base, no seatido que os
K-espacos construidos a pariir de diferenies bases de M podem ser iden-
tificados.

Qualguer submddulo N de M gera um subespago Ny do K-espa-
co ¥, coasistindo de todas as somas finitas a, - v, +...+a,- v, onde
Voo 6ENeay, ..., a6 K em particudar temos gue My = Ve (D) = {0}
Pelo posto do R-médulo N entendemos a dimensio do K-espage Ny,
a qual no mixime & igual a n. Como a independéncia linear sobre R de
elementos de N equivale 4 sua independéncia sobre K, concluimos que.
o posio de N & ipual ac nimero de elementos de um sistema maximal
de elementos de N linearmente independentes sobre R, Notames ‘que Lak
sistema nem sempre ¢ uma base do R-médulo N, mas toda base do R-mé-
dulo N & um sistema deste tipo. Mencienamos ainda que o préprio M
tem posto n, que {0} € o Gnico submébdulo de M que tem posto 2ero, e
que N = N'= M implica gue 0 posto de N & no maximo igual a, mas
nem sempre estritamentc menor que, o poste de N

Vale a pena cbservar que a imersido de um Remddulo livre M nom
K-espago V pode ser feita de uma marpeira mais sofisticada, que dispensa
a escolha de uma base de M, pelo processo de “extensio de escalares”.
Tal processo aplica-se a situagdes bem mais gerais, a saber, a0 caso em
que RS sdo andis arbitririos & M & um R-mddulo gqualquer. Nesic
case, o produto tensorial S@pg M € um S-mbdulo, ¢ existe um homo-
morlismo (nem sempre injetivo} de A sobre um submdédulo M de § ®y M,
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seiido este considerado como R-médulo, (Veja Exercwm 56 ¢ Ati}iﬂh-
Macdonald [3], p. 27)

Para que todo submédulo de um R-médulo ivre seja livre, ¢ neces-
sario que o dominio R sefa principal, como mostra ¢ Exercicio 5.4. O
scguinte teorema mostra que csta condigio também é suficiente. Utili-
zaremos na demonstragio deste teorema o fato que, para dominios prin-
cipais, todo conjunto ndo vazio de ideais possui um elemento maximal,
0 que serd provado, sum contexto-mais amplo, em (7.3).

(5.1) TEOREMA. Sejam R um dominio principal, M um R-mddulo iivre
de posto n e M’ um submddule de M de posto g (sen-
do g =<n). Entfio:

a) M’ ¢ um R-médulo livre.
b} Existem uma base E1s.c08, de M ¢ elementos ay, .. dg € R taiy que
ayfas]...la; e ay-ey,...,a, ¢, formem uma base de M’

Demosistracdo. a) Podemos supor que M’ # (0). Consideremos o COnjun-

to Z(M, R} das “formas R-lineares™ de M, isto &, dos
homomorfismos do R-mddulo M no R- médulo R. Obviamente ¥(M, R)
¢ unr R-modulc- sendo a adicdo e a muItlpllcacao externa definidas res-
pectivamente por

pwiy= oY) Hwly) e acpliyeaso(p) (ye M),

onde v, we LM, R) e ae R,

Para qualquer ve Z(M, R), (M) & um ideal de R, No conjunto
{v(MY)]v e #(M, R)} escolhemos um elemento maxinal, digamos
u(M)=a,,~ R, sendo ne Z(M,R) ¢ a,eR. Mostlalemos primeiro que

(1) a, = 0.
De fato, suponhamos que f,, ..., f, formam uma base de M e para
J=1 ...;n, scja prye LM, R) definido por ¥ a; firaay, ..., a, € R).
=1

]

Como M’ possui um elemento nfo-nulo, dipamos y = Y o+ i, existe
f=1

ke{l,...,n} tal que pr(y)=c, #0; logo pir(M") = {0).Concluimos que
a,#0, dewdo 4 maximalidade de u(M'),
Escolthendo &'e M’ tal que u(gh=a,, ﬂﬁrmamgs que
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2) dy divide v(g") para qua!quer v e P(M, R).

De¢ fato, sendo’ R um dominio principal, os elementos a,, v(z") pos-
gnemn um maximo divisor comum da forma d=b+a,+c- v{E), com
b,ceR, ou seja, d=w(), onde w=b-u+c-veP(M R} De d|a,
decorre que ¢, - R <= d - R=w(g')} - R € w(M’), e valem mesmo as 1gualdades,
devido & maximalidade de a,- R Concluxmos gue a, ¢ associado a d ¢,
portanto, & um divisor de v{e).

{3) Existe ecM 1al que ¢ =a, e e ule)= 1
De fato, de (2) resulta que; para cddﬂ.je{l i, exis‘ﬂ: e;e R tal que

priey=a,- ;. Sejae—ZeJ B;; entdo a, - b—za,, ey b= Lpl‘{b) Bi=
. J 1
=y, De ﬂ,‘mufﬁ)—u(ﬂ,t g)=a, - u(e) decorre que u(a)wl

{(4) M & soma direta dos submodulos Ker v e R+ &

De fato, qualquer « € M escreve-se como o= (ot — (o) - B) + o) - g,
e temos que o — u(x) « ec Kerw devido a (3). Se reR tal que ¢« c€ Keru,
entZo 0= ulr- &)=r - u(e)=r, logo r - £ =0; portanto Keru n R - £ =(0),
e assim a sqma Kery+ R - & ¢ direta. -

(5) M' & soma direta dos submddulos M’ nKetrne R-¢

De fato, escrevendo-se x € M’ como acima e observando-se que
w(z) s u{M') = a, - R, concluimes que existe beR tal que

o= (D a, ) —begge=—b-&)+ b-deerunM)+ R-g.

Dé {4) resulta que a soma (M n Keru)+ R - & ¢ direta.

Completamos a demonstragio de a) por indugiio sobre g. Sendo fri-
vial para ¢ =0, supomos a} vlide para quaisquer submédulos de M de
posto g — I, onde g> 0. De (5) resulta que o K-espaco My & soma di-
reta dos subespacos (M’ n Keru)y e (R-£)y=K - ¢; logo o posto de
M Keru é igual a g— 1, Pela hipotese de indugiio, M n Kerv & um
R-mddulo livre. Usando novamente (5), concluimos que M’ & um R-mé-
dulo livre,

b). A demonstragio serd feita po; indugfio sobre n. Sendo trivial
para n =0, supomos b} valido para qualquer R-modulo livie de posto
n— 1, onde i > 0., Consideramos o R-mddule Keruw & © “submodulo
M' e Kex 4. Pela parte a) do teorema, Keru ¢ livre, e de (4) ¢ (5 5) resul-
fa que Kerue M nKeruttm poston—leg—1, respectivamente. Por
hipbtese, existem uma base &, ..., 5, d¢ Ker v ¢ clementos a;, ..., 2,€R
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tais que az | a,] . olesequea, ey, ..., a, - g, formem uma base de M’ ~ Ker i,
Concluimos de (4) ¢ (5) que ¢, &, --r &y formam uma base de M e que
G & @y ° By ...y Gy - &y formam uma base de M'. Resta provar que a, di-
vide a,. De fato, seja we #(M, R) definido por ‘ '

Ciretearmpt o gm0+ e, oon e R);
entdo a, = wla, - £ e W(L), logo aR=w(M'} -devido & maximalidade

de a,- R. Por outre lado, a, = w(a, « g2) € w(M') =a,- R, logo a,|a,. O

Mencionamos sem demonstracio gue os ideais g, « R, s dy - Rosdo
univocamente determinados por M e M’ e séo chamados as invarfantes
de M' em M (vcja S. Lang {207, p. 394-395),

(52) COROLARIO. Com as notagdes usadas em (5.1), o isomorfismo do
R-médulo R x ... x R sobre M definido por
‘ N

i
"

(i Y orog {ry, . e R)
. L= .
induz um isomarfismo do R-médule Rj(a, « R) x e X Rf(a, R)x Rx .. xR
sobre M/M’. - n-g
Demonstragdo. Seja y= ;- &;. Por (5.1b) teremos que ye M se e so-

i=i

mente se r; ea, - R,...,r;ea, - R, Part = o =1 =0 [

- De (5.2) obtemos um importarite corolario sobre R-médulos finita-
mente gerados:

(5.3} COROLARIO. Sejam R um f}'omiaain principal.e N um R-modulo ge-
rado por n elementos. Entde existem s, te N com

S+ 1< n e elementos nio-nulos ay, .,.,a,& R\U(R) tais que ay|as| ... |a, ¢
N _seja isomorfo ao. R-mddule Rjta, - Ry x ... % Rffa,» R}y x Rx ... xR,
. . . L"'*‘V_‘—J

i
Demonstracdo, Sendo N=R .y, + ... + R ¥»» & aphicagiio definida por
n: ) :
{resonigd= 31 p; € um homomorfismo do R-médulo
=1

e M = R % ... x R sobre N, logo N & i a M/M’, sen-
ivre sobre ogo N & r1somorf0 a MM, sen

i
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do M’ o nickeo deste homomorfismo. De (5.2) resulta que N ¢ isomotfo
a Rifay Ry» ... x Rf{a,- R)x Rx .., x R, & neste produto podem ser
. . . ;

n=q

suprimidos os fatores triviais, correspondentes dqueles clementos a; que
sio invertiveis em R. 7]

Aplicado a Z-mddulos, ou seja, a ‘grupos abelianos, este corolario
fornece uma demonstragio de teorema fundamental de grupos abelia-
nos finitamente gerados (veja Exercicio 5.2).

Finalmente, utilizaremos o teorema. (5.1) para mostrar que todo cor-
po de nlimeros algébricos I possui uma base integral. Mais precisamente,
trataremos da sepuinte situagio mais geral: Em lugar da extens@io L|Q
consideramos uma extensio séparéwel finita L| @(R), onde R & gualquer
dominio principal ¢, além disto, consideraremos ndo somenie o anel I AR
mas também seus subanéis. '

(54) TEOREMA. Sejam R um dominie integralmente fechado ¢ L uma
extensdio separdvel de K =OQ(R), de grauw n.. Entdo,
a) o R-modulo I (R) tem posto n.
b} Se R for um dominio, principal entdo, para todo anel S enire R e L,
as seguintes condipbes sdo equivalentes:
(i) § < IL(R);
(i} S é wn R-mddulo livre de poste qg<n,
(i1} § é um R-mddulo finitamente perado.

Neste caso, g=n s2 2 somente se L = Q(S),

Demonstragdo. a) Por {4.7), I){R) esta entre dois R-médulos livees de posto
n; portanto tem posto n
t) (i)=-(ii}: Por (47}, § & um submddulo de um R-médulo livre de
posto #; portanto, a aflirmagdo resulta de (5.1}, (ii) = (iii) & trivial,
(iti) = (1} resulta de (1.3b). Quanto 4 equivaléncia das igualdades g=n e
L=0(S), veja o final de 8. []

Restrngindo-nos ao caso de um corpo de nimeros algébricos L e
R=Z, concluimos que os subaneis S de L gue sio Z-moédulos finita-
mente gerados, ceincidem com os subanédis de [, e sio mesmo Z-mod-
dulos livres de poste < n” Além disto, obtemos o seguinte
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(5.5) COROLARIO. Seja [L.: Q] =n. Para qualguer subane! S de L, as
seguintes condigdes sdo equivalentes:

i) S= I, e L =08
(i) § é um Z-modulo livre de posto .

Em particular, I, é um Z-mddulo livre de posto .

Os subanéis S de L que satisfazem as condigbes equivalentes de
(5.5) sdo chamados (numa termmaiogxa antiga) as “ordens” de L, e o anel’
I;, sende & maior destas “ordens”, chamado a “ordem médxima” de L.

A tltima afirmagio de {5.5) pode ser reformulada da seguinte maneira:

(5.6) COROLARIC. Todo corpo de wimeros algébricos possui uma base
integral,

Entre as “ordens” de L distinguem-se os anéis Z[a], onde wef,
¢ um elemento primitive de L| @ {veja Exercicio 5.7). Per {4.9), temos
que discy (i, o, ..., 0" Yy=k? - d, para um certo niimero k, e N, o qual &
chamado o indice de . Este nome se justifica pela propriedade mdlcada
no segumte teorema,

(5.7) TEOREMA, Seja a e !, um elemento primitive de L] Q. Entdlo, k, ¢
igual ao indice de Z[ot]| em I, sendo umbos considera-
dos como grupos. aditivos.

Demonsiragdo. Como Z[«] é um submédulo do Z-médulo livee i, e am-
bos tém posto #, concluimos de (5.1) e {5.2} que existem

uma base By s by de e elementosky, ...k, € Z tais quek, &1, ....k, - b
formam uma base de Z[«]. O grapo I /Zfe] é isomorfo e Z/k, - Z) x ... x
x Z{k, - Z) ¢, porlanto, tem ordem [k, - ... - k,|. Por outro lado, conclui-

mos de (4.1) e (4.11) que
disc, o1, o, ..., ¢" 1) = disc gtk < £y, connky ) =
=l e s k) - discyale e = [y e ey O
" De {5.7) resulta em particular que k, — 1 se e somente se IL; Z[e],

como ja fol mostrado em (4.12).

Apesar de Z|a] ser, em geral, um subanel prépric dé I;, mostrare-
mos gue os dois anéis “coincidens mod p”, para todo o ideal maximal p
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de I, que nfio contiver k., no sentido que a restricio a #[«]} do homo-
morlismo candnico I; — I fp & sobrejetiva. Em outras palavias:

(5.8) COROLARIOQ. Seja ael, um elemento primitivo de L.| Q ¢ seja p
um ideal maximal de I, tal que k, ¢ p. Entfo, para
todo yely, existe y € £[e] tal que v —¥ e v,

Demonstragio. De p+k, - I =1 resufta a existéngia de um fei, i
que 1—k,-fiep; logo y—~k,- fi- yep para todo yel,.
Le (3.7) concluimes que k.- f-yeZ[a]. O

Como j& foi mencionado anteriormente, nem todo corpo de nfime-
ros algébricos L possui uma base integrai da forma 1,0,...,¢" ", ou seja,
nem sempre [, ¢ da forma Z{z]. De fato, o seguinte exemplo, devido a
Dedekind, mostra que existe um corpo cibico L tal que i, 5 1 para
todo clemento primitivo ¢ l;, ¢ mesmo o miximo divisor comum

k= MDC{k, ael,} (chamado o divisor ndo essencial de discriminante)
seja diferente de 1.

EXEMPLO (veja Ribenboim [28], Chapter 13(2), ou_Samuel [30], Exer-

cise 9B): Seja L==Qf), onde Py q=X>+X*—2- ¥ +8.
Como L,f,4.-8' formam uma base integral de L, temos que
dy. = discy o1, §,4+ f71)= —503. Por outro lado, discy, oft, £, f2) =4 d,
¢, para qualquer ye I, discy o1, y, v*} ¢ um mitltiplo de 4 - 4, ; portanto =2,

EXERCICION

5.1. Seja 4 um grupo’ abeliano (escrito aditivamente) e séja T{A) =
={aeAd|ra =0 para algum »n > 0} o sew grupo de torgdo. Supon-
do que T(d)+# {0} prove que:
a) Considerado como Z-mddulo, 4 nic & livre.

b} Nio existe nenhum W-espago ¥ tal que 4 seja um submodulo
de ¥, considerado como Z-médulo,

5.2. Sejam 4 ¢ T{4) como em 5.1, Supondo que A seja finitamente ge-
rado, use o Corolario (5.3) para provar que:
4) A ¢ soma direta de 7{4} ¢ de bm nimero finito de subgrupos ciclicos
infinitos. ]
b} 7(4) ¢ soma direta de subgrupos ciclicos finilos Z,, ..., Z, tais
que a ordem de Z; divida a de Z;,, (j= Lo,s—=1h
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5.3

5.4,
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¢} TtA4) & soma direta de subgrupos ciclicos Z, ..., Z} cujas ordens
sfo poténcias de nimeros primos.
d) Existe aeT(d) tal que ofx)= MMC{G(’}J)I}IET{!I)}

a) Conclua de 5.2.a) que um grupo abeliano A finitamente gerado
sera livre se e somente se ndo tiver torgdo (isto &, se T(A4) = {0})
b} Prove que o grupo aditivo G do corpo @ ndo tem torgio mas
ndo & livre. Calcule o posto de C[J‘!Jr (considerado como Z-modulo).

Seja R um dominio. Prove que:

a) Todo ideal nfo-nulo de R (considerado como submédﬁlo do R-mo-
dulo R) tem posto 1.

b} Se todd ideal de R .for um R- moduio livre entio R serd .um do-

5.5

5.6,

57

minio principal.

Seja L uma extens&o do corpo @(1} dos nameros de Gauss, de grau
[L: QY] = m. Prove que existem B,,..., 5, €L tais que [i,..., B,
i+ B, . ir fi, formem uma base integral de L.

Sejam R um dominio, K =Q(R) ¢ M um R-médulo. Prove:

a) A relagdo definida em M x (RK\{0}) por
(1) ~(p,5) et e (s %X —r- =0 para alpum [ e R\{0}

¢ uma relagio de equwalcncua. Danotamos por x/r a classe deter-
minada por (x, r).

b) A adigio ¢ a operagio externa do R-médulo M estendem-se de
maneira natural ac conjunto V= {x/t |xeM,r ER\{O,,, tornan-
do-o um K-espago.

¢) A aplicagfio f: M- ¥ definida-por x+ x/1 (x& M) & um homo
mozfismo de M em ¥, c:ons1derado como R-mddulo, com nuclt:c
T(M)={xeM|t- 0 para algum e R\{O}}. '

d} Se M for um R-médulo livre, entdo [ sera mjelivo,'e a imager
sob | de qualquer base do R-médulo M seré uma base do K-es
pago V.

Seja L um corpo de nimeros algébricos. Prove:

a) Um subanel 5 de L sera uma “ordem” de L se ¢ somcntc 5¢ exis
tir um sistema de geradores y,,...,y, do Q-espago L lais que
S=Z.-y,+ ... +Z-y, '

b} Toda “ordetn™ de L contém uwma “ordem” do tipo Zlu], onde
wel, ¢ Q@)=L



CAPITULGO I

ANEIS NOETHEREANOS E
DOMINIOS DE DEDEKIND

O exemplo do corpo guadritico @{\f:"ﬁ'} mosira que o anel dos
inteiros algébricos I de um corpo de ntmeros algébricos L nem sem-
pre ¢ fatorial {veja (24)). Para consertar esta falha, foi imtroduzido por
Kummer a nogiio de “nimero ideal”, que deu origem A nogio de “ideal”,
devida a Dedekind, Em lugar da fatoragio tnica em poténcias de ele-
mentos irredutiveis, valida apenas no caso de dominios fatoriats, prova-se
que, em qualquer I, todo ideal nio-nulo possut uma fatoraggo tinica
em poténcias de ideais primos. Esta e outras propriedades de [, gene-
ralizam-se facilmente a uma classe de dominios chamados “dominios de
Dedekind”, como foi demonstrado por E. Noether.

O estudo de dominios de Dedekind, que sera feito no §8, ¢ o ohje-
tivo principal deste capitulo. Para isto necessitaremos de alguns resul-
tados relacionados com o “Teorema Chinds de Restos™, que serfio apre-
sentados no §6, ¢ de alguns fatos basicos sobre andis noetherianos, a se-
rem provados no §7. ‘

56. O'Tearema Chings de Restos

Seja R um anel. Para quaisquer ideais o, b de R, aintersepiionn b éo
maior ideal de R que estd contido em a e b, € a soma o -+ b= {at+blaca,
bebj & o menor ideal de R que contém a e b. Estas nogQes generalizam-se,
de maneira Gbvia, { intersecfo ¢ 4 soma de um conjuato qualguer de
ideais de R.

O prodiuto a+ b, definido como o conjunto das somas finitas
a;« by, +...4a, b, onde a;eaq, bjéb, I<j<reN, & um ideal de R
contido em a m b, Mais geralmente, definem-se o produto Tfa; de um nt-
mero finito de ideais a; ¢ em particular, as poténcias o° = R, ¢! = a,

n=a-.a,.., o =a-.. adeum ideal a

m
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E obvio que, para cada uma destas operagdes, valem as leis de as-
sociatividade ¢ comutatividade, ¢ que vale a distributividade da multi-
plicagio em relagdo 4 adigdo, isto ¢, . .

@.a b+ =a-b+a-b,

da (.;[ual decorre imediatamente que

b) (anb)-{n + eca-h

£ ébvio também gue valem as seguintes inclusdes
)a-brnbyca-bra-b,

(dy an(b+ ) _D_(aﬁb)+ {a b)),

@a+{bnb)s ot b)nla+b),

mas nem sempre valem as jgualdades, isto €, a distributividade da mul-
tiplicacio em relagdo 4 inlersegio ¢ as distributividades mutuas eatre

intersegiio ¢ adi¢do (veja Exercicios 6.1 e 6.2).
Dado qualquer ideal a de R, o conjunto

Ja={reR|existe neN tal que r'ca)

é um ideal de R ¢ é chamado o radical de a. E ébvio que

N as Ja=/Ys
(g) acb=_Jaz /5,

hya=R<« . /o=R,

o que significa que a aplicagio definida por a = ./a & uma operagio de
fechic no conjunto dos ideais de R, bem comeo ne conjunto dos ideais de R
que sdo distintos de R. Mostremos ainda:

6.1 (i) Ja-b=./Sanb=Jan /b
() /o' = ./a para qualquer n = 1.

(k) /p = p para qualquer ideal primo p de R.

Nz SV

Demonstragio. (1) Seja » eﬁm f digamos r' a, r" e b, onde mmeN;
“entdo r"*"ea- b, logo r eﬂ/ - . As inclusdes € sio
Abyias,
(i) resubta imediatamente de (i).
(k) Se p-eﬁ entio " ep para algum n = 1; logo rep.
() Beja re /\/:u +,,\/§;,,ent§to eiistem s€.fa, te JSben k £l
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tais que r'=s+i, s*ea.e #eb. Logo F- RO (g (e
=s*+u+1t"-vea+b, para certos u, ve R; portanto.re Ja-+5. [

Diremos que os ideais a, b de R sfo comaximais se a + b= R. Obvia-
mente, isto ocorrerd quande a, b forem ideais maximais distintos ou, mats
geralmente, quando a for maximal e b $ a.De(b)edainclusBon. bc anb
resulta imediatamente:

(6.2} Se o, b forem comaximais entdo a-b=anb
Além disto, de (h), (I} ¢ (j) concluimos:

(6.3) o, b serdo comaximals se e somente se /o, /B forem comaximais.
Neste caso, o, b" sito comaximais pare quaisquer m, ne R,

Dado um ideal a de R, diremos que elementos 1, s € R silo chrgruos
médulo a, e escreveremos r =5 mod a, quando r — s e a. Consideremos a
seguinte questio: Dados ideais a,, ..., a, € elementos 7y, ..., r, de R, exis-
tereR tal que r=r;moda; para j=1,..., a7 Ou seja, o “sistema de con-
gruéncias® X =r; med a;{j=1, ..., ) tem uma solugdo? No casc n=2
Obtemos a seguinte resposts:

(6 4) Sejam ay, a, ideais de R e ry,r;e R. Enatdo, existird re R tal gue
r=r;mod a;{j=1,2) se ¢ somente se r{ =r, mod a; + a,.
Demonstracio. Se r=r; mod a;(=1,2), entdo

Py — 1y m(r — i'l) -— (l' - P'Q)Eﬂl + ﬂz.
Por outro lado, se ry =r, mod a, -+ a,, entfo existirio G Efy B Ay EqQy

tais que 7y —ry=a, —a,; logo ry —a; =r, —a, =rymodoa; {f=1,2). 0

No caso especial em que a;, a; sio comaximais, a condigio
ry=i; moda,+a, ¢ obviamente satsfeita por gquaisquer r,, ¥, e R,
Mais peralmente, para n > 2, obtemos o seguinte

(6.5) TEOREMA, Para quaisquer ideais a,,...,6, de R, com n=?2, as
seguintes condigdes sio equivalentes:

@ ay,..., 48, sfo comaximagis dois a dozs
(ii) Para qualsquer P T €R existe re R tal que r=r; moda;
i=1,...n}

Neste caso, ay - ...« qp=a, "M,
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Demonstragio., (i} = (ii): Demonsiraremos a 0ltima igualdade por indugio

em # Como ela é valida para n=2, devido a (6.2), supo-
MOS gUE |) * ... ® Bpug =0y N ..M 0,y , Onde n> 2. Afitmamos que os
dois ideais a; - ...-.a,_, ¢ a, sdo comaximais. De fato, para cada j<n
existemn r;Eq; € 5;€6, tais que rj+s,—1 logo

Frr o Pyoy = (=85} - (1 =5, 1}_1-1-5

Com 5Ea,; portanto a, - .- f,_1 +6,=R. De (6.2) resulta que

(@ v eyg) = (g N g )N G-
Analogamente a construgdo do elemento &, =7, - ... - Py 1 S8 ot Gy
satisfazendo t, — 1 € q,, construimos, para cada j=1,...,n, um elemento
EEG s @yt Byyy * o0, 0, COM tj—'l €a;. Para quaisquerry,...,F, e R,
o clemento ¥=ry - t, + ... Fr, - 1, obviamente satisfaz a condigio (ii).

(ii)==(i): Parar, =1 ¢ r, =0, concluithos de {6.4) que { =0 mod a, +¢,;

logo ay, a; sdo comaximais. Analogamente, a;, a; so comaximnais para
qualquer par i j, i#j []

De {6.5) e (6.3) seguc imediatamente:

(6.6) COROLARIO. Sejam ay,..., a, ideais comaximais dois 'a-dois, onde
‘ " =2, Quaisquer que sejam kg, ... k,eNewr,, . R,
existe reR tal gue r=r; mod o (j=1,... n)

Fste corolario afirma que quaisquer clementos 7y,...,#, € £ podem
sor “aproximades” simultaneamente por um elemento neR em relagiio
as topologias a,-,..., a,-adicas, respectivamente (veja Aliyah- Macdonald
[3], Chapter 10). Em outras palavras, a imagem de R pela “aplicagiio
diagonal” R — R x ... x R (definida por r(r,. ,r)) densa no espace

produto R x ... x R no qual o j-ésimo fator R esth munido.da topo-
, —_ _

"

logia aj-adica G=1,...,n.

O teorema (6.5} admite ainda uma ovtra reformulagio interessante,
Dados quaisquer ideais a,,...,q, de R, consideremos o produto carte-
siano M = Rja; % ... X Rfw, {0 gual é um anel em relagio s operagies
componente 4 componentc) e o homomorfismo R -+ 31 definide por
Fia(r 4+ ey, ..., #r+a,) (reR). Este homummhsmo tern obviamente
4y A ... Mg, como nicleo e, portanto, induz um homomoifismo injetivo
de Rfla; ~...oa)yem R



Andis Noetheriznos & Dominios de Dedokind 59

(6. 7) COROLARIO Lom as notagBes do teorema (6.5), a5 condigdes fi) e {ii)
' sdp também equivalentes 4 condigiio '

{iii) O hamomm!ﬁsmo R > Rfay x ... % Rfa, acima indicado é sobrejetivo..
Neste caso, este homorfismo induz um isomorfismo de

Rilay~...mva)=Rila; - ... a,) sobre Riay > ... x Rfa,.

Demonstracio. A equivaléncia de (ii) e (iii) resuita do fato quelry+ay, ..+
+a,)€ R sera imagem, sob o homorfismo R~ 9, de um
elemento rc R se ¢ somente se r=r; mod a; para j=1,. il

No caso particular em gque R = 7, conclu;mos de (6.7) que, para
quaisquer nimeros my, ...,m,e N, primos dois a dois, o anel quc-cmnte
Zfimy - ... m) & 1somorfo a ZlmZ» ... x Zfm,Z.

Até apora, o problema de resolver simultaneamente um sistema de
congruéncias médulo ideais ay, ... o Oy foi considerado apenas sob a hipé-
tese-de ay, ..., a, serem comaximais dois a dols Sem esta hipdtese, a pe-
neralizagio de (6 4) a um nimero finito n > 2 de ideais est estreitamente
ligada & questiic da distributividade da adicio dos ideais em relagio A
interse¢dio, como serd mostrado a seguir, -

(6.8) Sejoinr 0y ,-. . idéaf;s* de R,‘onde n 2= 2, e Suponhamos que, para quais-
quer ¥y, ., 1, € R 1ais que’ _

rp=r; modeo; + af (i,j=‘1,.,<,n; i),
exista um re R tql que +r=r; mod a; (= 1,...,n). Entdo vale

{og ... ncs,,ﬁ,) +a,=(a +a)m...Afu,.,+a )‘

Demonsn agfio, Devido. a (e), basta provar a mclusao mVersa 2. Seja

i se(a1+a) ..n(n_1+a) Pararl-— =E s e

=1, temos que r,=r; mod q + a;(i,j=1,...,n; i#j); logo, por

hip{)tﬂse, existe um reR tal que r —sea; N ... N 8,3 B I'Eq,; portan-
to .s~—(r—s)+1e{alﬁ...ﬁuw_1)+a,,,l:l g

Note;se'cjue na aiimmacio de (0.8), 631 ideais a,,... ,a,, podem ser
permuiados, uma vez que a hipotese, feita em (6.8), ¢ siméirica em i,
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Mostremos agora que, por.outro lado, a validade da igualdade in-
dicada em (6.8) para todo k=72, ...,n & suficiente para a resolubilidade
de sistemas de congruéncias do tipo considerado. Mais precisamente. -

{6.9) Sejam ay,...,a, ideais de R, com n =2, tais que
fa; . ng )t e =( tedn.. Nl +a)k=2...,n
FEntdio, para quaisq.uer Fio...,PyER iais que -
p=rpmoda + oL = 1,150 # ),

existe ut reR tal gue r=rimod g (i=1,..., 1)

Demonstragdo. Devido a {6.4) podem@s supor, pm'" indugio, que a afirma-

¢o seja vilida para n—1, onde n> 2. Dados ry, ..., 1, €R
tais que r;=r, mod a4+ a; (L,j=1, ..., n; i#]), existe um r' € R tal que 1" =1y
mod afj=1,...,n—L}; logo P=r=0"—r)+ry—rdeata, (j=1,...,n-1)
et —r,e(a, N ..M e, )+ a,, devido a hipbtese. De (6.4) resulta a exis-
téncia de um FeR tal que r=+ moda, ~...na,_; e r=r, mod q,;
portanic r=r; mod a;{i=1,...,0). [

MNote-se que a igualdade indicada em (6.9) & trivial para k=2

Diremos que o anel R satisfaz o Teorema Chinds de Restos™) para n
ideais quaisquer, ou seja, “satisfaz CRT{n)”, se a afirmacio de (6.9) for
vilida para quaisquer ideais g, ..., q, de R, Este nome explica-se pelo
fato de maternéticos chineses, entre os séculos IV e VIJ, ja terem conse-
guido resolver sistemas de. congruéncias deste tipo, para o anel R=4Z
De {6:8) ¢ (6.9) resulta imediaiamente:

(6.10) Para qualquer anel R, as seguintes condigées sio equivalentes:

() R satisfaz CRT(n) para todo nz 2.

(i) R satisfoz CRT(3).

- {iii)- A -adigdo dos-ideais de R ¢ distributiva em velacdo d mterseg*ao (wm
¢, vale sempre a igualdade em (€))

) 4jguns autores (por exemplo Lang [20], p. 63} entendem pelo “Teorema-Chinés de Res-
103" o teorema (6.5), que & mais fraco gue a afirmago de {6.9) mas, em compensagéio, vaia
serm fienhuma hipdless de distributividade.
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Veremos no §8 que todo dominio de Dedekind satisfaz a condigfo
de distributividade (6,10} (iii) e, portanto, o Teorema Chinds de Restos
para qualquer #>2. Quanto i caracterizagio de dominigs que satis-
fazem a condicdo (e) (respectivamente (d), (c),-(b)) com a igualdade em
lugar da inclusio, veja Gilmer [9], §25, ¢ Larsen-McCarthy [22], Chapter
VI, Exercise 18). . ’

Terminaremos este parigrafo indicando um fato sobre produtos de
ideais, que ndo esta ligado ao Teorema Chinds de Restos.
(60.11) Sejam oy, ..., a, ideais e p um ideal primo do anel R. Se ape .o 0, € (res-
pectivamente =) p entdo &, < (respectivamente =) p para algum je {1,...,7}.

Demonstragio. Suponhamos que para todo f = 1, .oy 1 tenhamos que a; & b,

digamos a;€ a;\p. Entio @ ..-a€a -, a\p, logo
a;+...» 0, %p. A afirmagio com a igualdade resulta de IR i =
i=1,..,r O :
EXERCICIOS

0:1. Prove que, no caso de um dominio principal R, em (b), (c), (d) ¢ ()
vale a igualdade, quaisquer que sejam os ideais-q, b, H de R.

6.2. Dé exemplo de um dominio R e de ideais 0y, 83,03 de R para os
quais ndo valha a igualtdade em (b) (respectivamente (c), {d), (e)). Além
disto, indique clementos r,, ry, 5 & R tais que ¥;=r; moed a; + a,, para
iJj=1,2,3, i #j, mas que ndo exista nenhum r e R com r =rymod g
(=123 :

6.3. Seja R um anel ¢ a um ideal de R. Prove:

a) \/a & igual & intersegio de todos os ideais primos de R que com-
“tEm a. . ) . ’ '
b) /o= ase c somente s6 a for uma intersecio de ideais primos de R.
64, Conclua da proposicio (6.7) que, para quaisquer m, nc N tais que
- MDClm, n)=1, o grupo UlZ/mnZ) & isomorfe ao produio carte-
signo U(ZimZ) s U(Z/nZ), Mostre, através de um conira-exgmplo,
que a hipdtess MDC(m, n)= 1 ¢ indispensavel,

6.5. Interprete o Teorema Chinés de Restos (6.9) em termos‘ do homo-
morfismos R - Rfa; % ... x Rfa,. . ’



02 Teosia dos Ndmeras Algébricos

6.6. Resolva 0 seguinte sistema de congruéncias

X=khkmodk+ 1 (k=12734).

6.7. Scja @ um conjunto de ideais do anel R. Indique, para 0§ 1dcals em
@, condigtes de distributividade equivalentes A resoiubilidade de todo
sistema de congruéncias

X=v;moda, (=1,...,n)

tal que ry = r; mod a;+4a, (i, j= 1, a1 i # ), sendo {ay, ..., a,} qual-
quer subconjunto finito de @. -

6.8. Sejam my,...,m, nitmeros naturais, primes dois a dois. Prove que,
para quaisquer ry, ..., r, € Z, o sistema de congruéncias X = r; mod m;
n
{j=1,...,n) tem como solugio qualquer re Z L2l que r= ), rir ki &
' ’ t=1
modmy + ... my,onde k;=my ..o my_y My Lomeki k=1
mod m; (i=1,....,n. ‘

§7. Andis noetherianos e madulos nosetherianos

O objetivo principal deste parigrafo ¢ mostrar que, para qualquer
corpo de nimeros algébricos I, o dominio I, embora nem sempre prin-
cipal, possui apenas ideals finitamente gerados.

Um anel R tal que todos ©s seus ideais sejam finitamente gerados
& chamado noetheriano. Convém estender esta definigo a R-médules,
para qualquer ancl R: Um R-modulo M serd chamado noetheriano se
todos os seus submoduios forem finitamente gerados. Obviamente, uin
anel R serd noetheriano se ¢ somente se, considerado como R-médulo,
for noetheriano.

Para que um anel R (respectivamente um R-modulo M) seja noethe-
ridno, ¢ necessario e suficiente que os seus ideais {respectivamente submo-
dulos) satisfagam uma das seguintes condigdes, as quais introduzimos num
contexto mais absirato.

‘Seja % um conjunto munido de uma ordem (parcial) <. Dlremos
que % satisfaz a condigdo maximal se todo subconjunto nfo vazie # de¥
possuil’ (pelo menos) um clemento maximal, isto & um by € @ tal que nao
exista nenhum b€ % com by < b. Diremos gue ¥ satisfaz a condicdo
de cadeia ascendente (C.C.A.) se; para toda sequéncia (4));en tal que
ap€a, Sa,< ..., eiistit. nel tal que a,=d,,; = a2 = ...; 0B 562,
se toda cadeia ascendents Uy <@, =0, % ... for estacionaria..
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(7.1} As seguintes condigfes sio eguivalentes:

() & satisfaz a condigdo maximal,
{{) € satisfaz a condigdo de cadeia ascendente.

Demonsiracdo. (i) = (ii): Seja dy<a, <a,<... uma cadeia ascendente
em %. Entdo {g;]je N} possui um elemento maximal, di-
gamOs a,; portanto, em a, <da,y; <a,.; < ... valem as igualdades.
(i} = (i). Suponhamos que ¥ possua um subconjunto ndo-vazio &
sem: elemento maximal; entdo &, = {b e #| a < b} niio & vazio, qualquer que
seja g € 4. Pelo axioma de escolha existe uma aplicagfio y: {#,lae @} > %
tal que y{%,) e A, para todo g, Partindo de algum a4 € #, defini-
mos por indugdo a; i= X%, )G =123 Obviamente temos que
fp < ty,< a3 <..., em contradigic com a condlqao (ii}, O

Aplicaremos esta proposi¢io ao conjunto dos submédules de um
R-mbdule M ¢ ao conjunto dos ideais de um anel R, sendo ambos os
conjuntos (parcialmente) ordenados pela inclusio.

{7.2) TEOREMA. Sejam M um Ramédule e & o corjunto dos submddu-
los de M. As seguintes condigies sdo eguivalentes:

(i} M & um R-médulo noetheriano.
(i) # satisfaz a condigdo de cadein ascendente.
(iil) .# satisfaz a condigdo maximal,

Demonstracio. (i) = (ii): Seja My< M, = M, < ... uma cadeia ascenden-
te em #, e seja M' = | M;. Entfo M e .4 e, por hipé-

Jer
tese, ¢ finitamenie gerado; digamos M'=~R . x, 4 .. +R-x,,,. Existe

kel tal que x,,...,x,eM,; portanto McMcM., s..CM, e
valem mesmo as iguaidades,

(ii) = (iii) resulta de {7.1). . .

(i) = (i): Dado N e.#, seja %, o conjunto dos submébdulos finita-
mente gerados de M que estdo contidos em N. Como & x Ndo ¢ vazio
(pois (0je Fy), ele possui um elemento maximal, N'. Afirmamos gue
N < N De fato, para’ qualquer yeN temos que N’CN’ +R.-peF,,
e vale a :gualdade pois'N' & maximal em #,; portanto y & N'. Conclui-
mos que N =N’ ¢ finitamente gerado. [

No caso particular em que M =R oblemos o seguinte
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(7 3) COROLARIO. Sejam R um anel e F o conjunto dos ideais de R.
As seguintes condigdes sdo equivalentes:

(i) R ¢ um ane! noetheriaro.

(H) £ satisfaz a condicdo de cadeia ascendente.
(i) # satisfaz a coadigdo maximal.

Do teorema (7 2) abtemos ainda 0 seguinte resultade sobre a exis-
téncia de submoédulos maximais em qualquer mddulo noethenano

{7.4) COROLARIO. Sejam M e # como em {1.2). Se M for noetheriano,
' _ entdo todo N AN M} estard contido em algum ele-
mento maximal N' do conjunte’ A\[M}.

Demonstragéio. O conjunto {N"c# | N <= N" < M} nio & vazio e, por-
tanto, possui um elemento maximal N'; este é também
um elemento maximal de #\{M}. []

No caso em que M = R concluimos deste corolario que todo ideal o
de R, distinto de R, estd contide num ideal maximal de R. Observamos
que este fato vale mesmo sem & hipdtese de R ser noetheriano (veja §0).

Utilizaremos a C.C.A. para demonstrar ¢ seguinic:

(7.5) TEOREMA, Sejum M wm R-modulo ¢ N um submddulo de M. As
seguintes condigdes sdo equivalentes:

() M é um R-médule noetheriano.
(i) N e MIN sdo R-mddulos noetherianos.

Demonstragio. Obseivemos primeiro-gue o homomorfismo canduice k

de M sobre M/N definc uma correspondgncia biunivoca,
gue preserva a inclusio, entre os submodulos de M que contém N e os
submodulos de M/,

(i)=» {ii}: Toda cadeia ascendente de submodulos de N (respectiva-
mente de M/N) ¢ igual (respectivamente corresponde, através da corres-
pondencm aciina indicada,) a uma cadeia ascendeuntc €, por hlpotese Ts-
tacioparia de submddulos de M; portanto, & estacionaria.

(ii}=-(i): Seja M, < M, = ... uma cadeia ascendente de submodulos
de M. Bntdo My N M, n N < ... (respectivamente kM, S kM, = ...}

¢ uma cadeia ascendentc de submddulos de N (respectivamente M/V).
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Por hipotese existe ne N tal'que M, N N=M,,, n N. e kM, = kM, ,
para todo k> n. Afirmamos que My, , € M, Defato, para qualquer xey .y
existe ye M, tal que x+ N=yp+ N; logo x—yeM,,,nN= Man
e assim x e M,. Concluimos que M, =M,  para todo k =z n, isto a a
cadeia My & M, < ... & estacionaria. []

Do teorema (7.5) obtémos dois importantes corolarios.

{1.6) COROLARIO. Sejam M, ..., M, R-médulos noetheriaros. Entio
M, x...x M, ¢ um R-médulo noetheriano.

Demonsmracio. Sendo trivial para n= 1, podemos supor gue a afirmacio
 valha para n—1, sendo n 22 O submédulo

N =(0)% ... % (0) x M, de M, % ... x M,

¢ ¢ modulo quociente (M x ... x M,)/N sio noetherianos, pois sio iso-
morfos a M, e a M x ... x M, _,, respectivamente. De (7.5) concluimos
que. M, »x ... x M, ¢ noetheriano, ]

De (7.6} concluimos em particular que, para qualguer anel noethe-
riano R, o R-médulo R x ... x R.é noetheriano. Mais geralmente pro-
T

VAINos: n

7. "7) COROLARIO. Szja R um anel noetheriano. Entdo todo R-médulo
finitamente gerado é noetheriano.

Demonstragdo. Se M=R - x;+ ...+ R+ x,, seja N o nicleo do homo-
morfismo de R x ... x R sobre M definido per
| .

m
(all“'iam)H ay- X+ oy, x, Euls‘---amER};

entfio M € isomorfo 2 (R x ... x R)fN. Por {7.6) ¢(1,5), M & noetheriano. []
. e :

m

~Este corolério afirma que se R foc wm anel noetheriano, entdo todo
submédulo de qualquer R-médulo finitamente perado sera finitamente ge-
rado. Deve-se observar que isto niio serd verdade quando R nio for noe-
theriano; de fate, neste caso o préprio R, considerado como R-mdédulo,
possul submodulos {isto ¢, ideais) ndo finitamente gerados.
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A propriedade de um anel R ser noetheriano (em véarias consegiién-
cias importantes em relagdo aos seus ideais. Demonsiraremos aqui. ape-
nas um teorema que. afirma que todo ideal ¢ de R contém um produio
finito de ideais primos e est contido na intersegio deles.

(7.8) TEOREMA. Seja R um anel noetheriano. Para. todo ideal a de R
cexistem ne N e ideais primos p,,...,p, de R tais que
Pro s PuSasSpin..np,.

Demonswrogdo. Suponhamos q'ue o conjunto % dos ideais a de R que

ndo €m a propriedade indicada, nio seja vazio; pela con-
digdo maximal, 4 possui um elemento maximal, b. OQbviamente, b nio
& um ideal primo e b# R; portanto existem x, v € R\D tais que x- yeb.
Como Db+ R-xebob+ Ry p resulta da maximalidade de b em %
que existem ideais primos py, ..., 9. 91,....9, de R tais que

prro B Sb+R-xspn..0p e
G -, EbH R Y=g N . OG-
Concluimos que
Pis o P qQicrq b+ R-x)-b+R-Sbs
‘ Eplm...nr;p,nqlﬂ...nq,,

em contradigio com be®. Portanto, & & vazio, [}

(1.9). COROLARIOQ. Sefa R um anel noetheriano. Entdo todo ideal nio-
» nuwle a de R contém o produto de wm ntimero finite
de ideais primos nio-nulos. -

Demonstragdo. Seja ﬁl e CSacy, A p, como em (7.8). De
~a# () resulta que py,...,p, sic ndo-nulos.

Outros fatos referentes aos ideais em anéis noetherianos encontramn-se
em alguns dos exercicios deste paragrafo.

Num dominio noethetiano R, embora este niio sendo necessariamente
faterial, todo elemento nic-nulo possui.uma fatoragio em clementos
irredutiveis; ou seja, a aplicagie f,: U{R) x N'*) —» R\{0} (definida em §0, B)
& sobrejetiva. Isto serd mostrado a seguir, de uma maneira semelthante
4 demonstragio do teorema {7.8).
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(7.10) TEOREMA. Seja R um dominio noetheriano ¢ seja & um sistemd

de representantes dos elementos irredutiveis de R. Entdo,
para todo elemenm niio-nulo re R, existem ne N Iy, B €EP ¢ ue U(R)
tais que Y=u-z,- ...+ 2, - -

Dem'onssragﬁo. Suponhamos que exista em R um elemento nﬁo—nulo,'r,

' que nio tenba & propriedade indicada. Entdo, o conjun-
to % dos ideais principais r + R, gerados por tais elementos, ndio é vazio
¢, pela condicio maximal, possui um elemento maximal, 5+ R, Obvia-
mente, § ndo ¢ irredutivel e s¢ U(R}; portanto, existem x, y € R\U(R) tais
que s=x-y Como.s- Rcx-Res-Rcy- R, resulta da maximalida-
de de s- R que x ey (ém a propriedade indicada; portante s=x - y tam-
bém a tem, em contradigio com s- Re#. [

Finalmente, utilizarsmos os resultados acima para mosirar que, para
todo corpo de numeros algébricos L, o anel I, é noetheriano. Mais pre-
cisamente, trataremos da seguinte situacfio mais geral: Fm lugar da ex-
tensdo L| € consideramos uma extensdo separavel finita L| Q(R), onde R
& qualquer dominio noetherianc e integralmente fechado; além disto, con-
sideraremos ndo somente ¢ anel I;(R), mas também seus subanéis. O se-
guinte teorema pode ser considerado uma generalizacio parcial dé (5.4).

(7.11) TEOREMA. Sejam R um. dominio noetherigne e integralmente fe-

chado ¢ L uma extensdo separdvel de K = Q(R), de
grau n. Para gualguer subanel S de L gque contém R, as seguintes condi-
¢des sdo eguivalentes:

(i} S ¢ um R-médulo finliamente gerado.
(i} §<I(R).

Neste caso, § & noetheriano como gnel e como R-mddule.

Demonstragio. {i)= (ii) resulta de (1.3). {ii)= {i): Por (4.7), § ¢ subméc-

' lo de um R-médulo livre, M, de posto #. Como R é noe-
theriano e o R-moédido M é finitamente gerado, resulta de (7.7) que §
¢ um R-moéduolo finitamente gerado ¢ mesmo noetheriano. Todo ideal de §
¢ um submddulo do R-médule §; logo toda cadeia ascendente de ideais
de § ¢ estacionaria; portanto, 5 & um anel noetherianoe. Ij

Rastrmgmdo -n0s ac caso de um corpo de néimeros algebrmos Le
R =7, obtemos novamente o resuliado (ja provado no §5) que os subanéis
S de L que siio Z-mddules finitamente gerados coincidem ¢om og subanéis
de I;. Da dltima afirmagdo de (7.11) obtemos o seguinte
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(7.12) COROLARIO. .Sefa L un corpo de numeros algébrices. Todo subane!

de 1 ¢ noetheriano como anel e coma Z-mddulo.

MNote-se que do teorema (111} resulta, em particular, que a propriédade

de um dominio integralmente fechade ser noetheriano é preservada na
passagem de K =(Q{R) a qualquer extensio separavel [jnita L; isto &,

1(R) também ¢é noetheriano. Lembramos que o mesmo ndo vale para a
propriedade de ser-um dominio principal (veja (2.4)).

EXERCICIOS

"1.1. Seja R um anel noetheriano, Prove gue, para todo ideal o de R,

7.2

73.

existe 1= | tal que (/a)l <.

Scja M um R-modulo noetheriano. Prove que tode homnmorﬁsmo
A: M — M sobrejetivo ¢ um automotfismo de M. (Sugestio: Con-

-sidere o niclec dos homomotfismos A, 2o 4, dalod, ...}

74,

7.5.

7.6

Um anel R sera chamado artiniano se o conjunto # dos seus ideais
satisfizer a condigdo de cadeia descendente (C.C.D.) ou, equivalente-
mente, a condicio minimal. (Estas condigbes obtém-se da C.C.A. e da
condigio maximal, respectivamente, invertendo a ordem). Prove:

a). Todo corpo K, bem como o anel Z/mZ para quaiquer n=l,
¢ um anel noetheriano e artiniano.
b) Z nde ¢ artiniano.

Observagio: Mostra-se que um anel R serd artiniano se e somente

se for noetheriano ¢ todo ideal primo de R for um ideal maximal
(veja Atiyah-Macdonald [3], Chapter 8},

Prove que toda imagem homomorfa de um-anel noctheriano (res-
pectivamente artiniano) é noetheriano (respectivamente artiniano).

Seja R wm anel n&o-noetheriano e seja & o conjunto dos ideals ndo
finitamente gerados de R, -

a) Prove que % possui elementos maximais.

. b) Prove que tode clemento’ maximal de & ¢ um ideal primo dé 2.

¢} Conclua que todo anel cujos ideais primos forem finitamente
gerados sers wm anel noetheriano,

Indique um dominio R tal que nem todo elemento nao-nuto r € R\U{R)
seja um produto de ejementos irredutiveis de R.
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7.7, Seja R um anel. Um ideal i de R serd chamado irredutive! se, para
quaisquer ldems a, b de R, 2 ipualdade i = a ~ b implicar i=a ou
i=bh,

a) Prove que todo ideal primo é irredutivel,

b) Prove que se R for noetheriano entiio todo ideal de R sera igual
& interse¢io de um nimero finito de ideais irredutiveis.

¢} Determine todos os ideais irredutiveis de Z

Os seguintes exercicios podem ser considerados como sugestdes para
aprofundar os conhecimentos sobre anéis noetherianos.

18. (Teorema de. base de Hilbert). Se R for anel noethe iano entdo o

anel de pahtmmlos R X7 sera noctheriano. (Veja Atiy: |h~lv[acdonald
(3], Theorem 7.5).

19. (Teorema de intersegio de Krull). Sejam R um anel nectheriano ¢ a

um ideal de R. Teremos que {) a"=(0) se & somente se, para todo
aefd

aea, o elemenio 1 — a ndo for divisor de zero em R. Isto ocorreri, em
particular, quando R for um dominio e a # R. (Veja Zariski- Samuel
[38], Chapter 1V, §7, Theorem 12).

710, {Decomposigdo primaria). Um ideal q de R serd chamado primdrio

s¢ q# R e, para quaisquer r,s€R, de r+seq decorrer que req
ou seﬁ Prove:

) /8 & o menor ideal primo gue contém g,

b) Todo ideal a tal gue ﬁ seja um ideal maximal & priméario.

¢) Se a=q,n...nq, for nma decomposigic primiria minimal
do ideal a (istc & se qy,...,q, forem ideais primarios lais que
WO NGy Ny NN g, E gy para todo j=1,,.,n €

VA6 <oy /0, forem distintos), entio ne \/T,,V/?g;} inde-

pendem da decomposigio escofhidn, .

d} Se R for npetheriano entio todo ideal irredutivel de R serd pri-
mirio ¢ todo ideal de R possiird uma decomposicic primaria
minimal. (Veja Atiyah-Macdonald {3], §4 e §7).

58. Dominios de Dedekind

Um dominio R serd chamuade dominio de Dedekind se for integral-
mente fechado e noetheriano, e todo ideal primo nfo-nulo for maximal,
Obviamente todo corpe ¢ todo dominio principai ¢ de Dedekind.
O anpel de polindmios QO X, Y] € um exemplo de um dominio falorial
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que niio & de Dedekind; de.fato, o ideal gerado'por X € primo mas nio
& maximal. ) o

Demonsiraremos primeire que a propriedade de um dominio R ser
de Dedekind é preservada na passagem de K = Q(R) a qualquer extensio .
separavel finita L; mais precisamente:

(8.1) TEOREMA. Sejam R um dominio de Dedekind e 1. uma extensio
. finita e separdvel de K = ({R). Entdo I,{R) é um dominio
de Dedekind. - ‘

‘Demonstragdo. De (1.7) e (1.5) concluimos que QU (R)=L s que I(R)

© & integralmente fechado. De (7.11) resulta e I(R) €
noectheriano, e de (1.13) resulta que todo ideal primo nio-n lo de I(R)
& um ideal maximal. [J

Mo caso em que R=Z resulta imediatamente:

(8.2) COROLARIO. Seja L.um.carpo'de ntimeros algébricos. Entdo 1 ¢
um dominio de Dedelind.

O nosso objetivo & provar, em dominios de Dedekind R, a exisiéncia
e a unicidade da fatoragio de idsais n#o-nulos em ideais primos, ja que a
fatoragdo de lementos de R\{0} emciementos irredutiveis, embora sempre
exista (veja (7.10)), nem sempre € Unica. Da mesma maneira que a fatoragio
em elementos irredutiveis & estendida aos elementos nio-nulos do corpo
Q(R), admitindo-se poténcias negativas dos elementos itredutiveis, convém
estender a fatoragio e ideais primos aos ideais fracionarios de R, que

setdo introduzidos a seguir.

Sejam R um dominio e K = Q(R) o seu corpo de fragdes, e consideremos
os submoduloes do R-médulo K E obvio que as operagdes “intersegiio”,
“soma” ¢ “produto”, definidas no §6 para os ideais de R, estendem-se aos
submodulos de K, continuando validas as leis da associatividade ¢ comuta-
tividade bem como as propriedades (a)-{e). Alem disto, defininos para qual-
guer submédule M de K, o quociente (R :M)={xe K|x- MS R} elc ¢
obviamente um submodulo de K e satisfaz:

(8.3) a) (R:M)- M < R pura gualguer subinddulo M de K.
“b) R=(R :a) para gualquer ideal o de R. -

Um submédulo M de K serd chamado um ideal fraciondrio de R se
existir d € R\{0} tal que 4 - M < R; neste caso, d+ M & um ideal a de R
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e M=d"" - qa Osideais de R sdo exatamente os ideais [racionirios que
estdo contidos em R. B ébvio que todo submédulo finitamente gerado
de K é um ideal fracionario e que, por outro lado, num dominio noetheriano
todo ideal {racionarie & finitamente gerado. Verifica-se facilmente que a in-
terse(,:ao 4 50Ma 6 0 produto de dois ideais fracion4rios & um ideal fra{:iona-
rio, Quan!o ao quociente, & Gbvio que{R : (0)) K € mostramos o seguinte:

(8.4} Seja M um submddulo de K. Entdo:

a) Se M for nio-nulo entdo (R 1 M) serd um ideal fraciondrio de R.
b) Se M for um iideal fraciondrio de R entdo (R : M) 5= {0).
¢} Se R+ K entdo (R : K)=(0), e K ndo é wm ideal fraciondrio de R.

Demonstragiio. a) Existem ¢, d e R\{0} tais que c¢'-deM, iogo
0#deM nR. Por (83a), temos que 4 (R:M)<R;

portanto, (R: M) é um ideal [racionario de R.

b} Existe de R\{0} tal que 4- M = R; portanto dE(R.M).

¢} Suponhamos que (R:K)#(O), digamos c"*--d:s(]%:l‘{)+ onde
e, de R\[0}. Temos que de(R:K), loge d™' =d-d"%cd- K S R, e as-
sim ! = 47! -de(R:K); portanto K < R, o que prova a primeira afir-
magio, Desta e de b} resolta a sepunda afirmagio. [

Denotamos por 4 {respectivamente F) o conjunto dos submuduios
de K (respectivamente o conjunto dos ideais fracionarios de R) nio-nulos,
munido da multiplicagio. Obviamente .4 & um mondide (isto &, um semi-
Brupo com uriidade} comutativo, e % é um submonoide de .#; ambos
tém R como tnica unidade. '

Diremos que M € # € invertivel se existir N ¢4 tal que N. M =R.
Neste caso, o inverso N de'M ¢ univocamente determinado, COIMO MOS-
traremos 4 seguir, e serd denotado por M1 '

(8.5) Seja M € M invertivel. Entio M é um R-médulo finitamente gerado,
(R : M) é o unico inverso M~ de M, e M, M~ siio ideais fraciondrios.
Além disto, x+ M™" é um ideal de R para qualquer xe M.

Demonstragde. De N - M = R decorre que N € (R : M). Por outro lado, de

. {83a) resulta que (R-M)=(R:M)-'M-NcR-NzN;
portanto N = (R : M). Existem yy,...,y,c(R: M) e z,,....2,€ M tais que
Y=y, z;+...+ Y- 2, Multiplicando es{a iguaidade por qualquer x e M,
oblemos ¢que xe R+ z; +... + R+ z,,; logo M & fnitamente geradb €, por-
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tanto, ¢ um ideal fracionario. Por (84), M™' =(R: M) também o ¢. De’
xeM decorre que x-M™'SM- M7 =R; logo x+ M~ & um ideal
de R. [ ‘

A proposigio (8.5) mostra que submoduios invertiveis de K siio
necessariamente ideais fraciondrios. Observemos ainda que se um ideal nio-
nulo a for invertivel, entdo o inverso a” ! = (R : o} ndc serh em geral um
ideal, mas apenas um ‘ideal fracionario (veja (8.3b), (8.6) e Exercicio 89),

Denotamos por ¥ o conjunto dos idedis fraciondrios invertiveis. Obvia-
mente, %, munido da multiplicagdo, & o maior grupo contido no mendide
% (e também no monodide .#), Em particular, para todo elemento nde-nulo
xe K, temos que R-xe @ ¢ (R-x)"' =R . x~1; estes ideais fraciondrios
prmc:pa:s ndo-nulos fermani um subgrupo H de 9.

E claro que # serd um grUpo se ¢ somente se ¥ =%, se e somente
se todo M & % for invertivel. Veremos em (8.9) que isto ocorrera se e somente
se R for um dominio de Dedekind.

Denotamos por # o conjunte dos ideais primos niio-nulos de R. Recor-
demes que 2 contéin, ¢ no caso de um dominio de Dedekind coincide com,
o conjunto dos ideais maximais de R (exceto no caso trivial R =K, no
qua! # & vazio ¢ (0} € o Unico ideal maximal de R).

Sob certas hipoteses, & inclusdo indicada em (8.3b) pode ser reforgada
para ideais primos: - .

(8.6) Séja Rum dominio noetheriano tal que todo p € P seja um ideal maximal.
Entip R'c (R :p} para qualquer p e 2.

Demeonstrag@o. Escolhamos d e p\{0}. Por (7.9} existemn p,, ..., p, &P tais

gue p;c ... P, S R-dEp, ¢ podemos sypor que o ni-

mero de fatores neste produto seja minimal. Por (6.11), p contém uin dos

ideais p;, ..., p,, digamos p,, e como p, & um ideal maximal, temos que

p=p;.Comopy-.. p.ER-d existecep, ... p,lalquec-d 4R,

-Poroutro lado, temosquec« pSpy~ ...« p, < R- d;logocs 4™t e(R:p). [

Denotando por # o conjunto de todos os ideais nio-nulos de R, pro-
Varemos:
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{8.7) Seja R um dominio de Dedekjnd. Entio:

a) Todo &P ¢ invertivel, _ .
b} Para todo aef existem neN e Po-o PyEP tais que a=py - ...~ P,
c) Todo aep & invertivel.

d} Todo M e F ¢ inverrivel.

Demonstragio. a) Como p € #éum ldeal maximaldeRen=(R:p)-p=R
por (8. 3a), basta provar que p#(R: p) + p. Suponhamos que
p={R:p):p ¢ escolhamos dep\{O} Seja xe(R:p); entdo x- p S p;
logo .pEx"'.pg .. S xp<Sp<R para todo me N; portanto
R{x]-d< R; isto & R[x] ¢ um ideal fracionario de R, Como R é noe-
theriano, R{x] é um R-médulo finitamente gerado, e de (1.1} concluimos
que x € Ix(R)= R. Resulta que (R : p) Z R, 0 que & uma contradn;ao com
(8.6).
b} Para todo m e N, seja £, © con_junto dos ideais nfo-nulos de R que
contém um produto de m elementos de 2; entdo Fo={R} = F, c #, <
e U Fa= F, devido a (79). Sendo a aﬁrmagau b) trivial para R, supomo

la vﬁllda para todo ideal nfo-nulo em #,_,, onde r > 1. Scja ae FN\[R};
digamos p; - ... - p,<a, ande py, ..., p, e #. Por (7.4), a esth contido em
algum me#, e de (6.11).resulta que.m contém um dos p,, ..., p,, digamos
m=23p,; temos até m=p,, pois p; ¢ um ideal maximal. Como m & in-

vertivel por a), temos que py+...-pSm'-acm ' mcR, logo
m~*.aef, . Por hipdtese existem pj, ..., p, € tais ‘que m™ 1. a=
=PLc P 0RO a=wme Pyl '

¢) resulta imediatamente de a) ¢ b).

d) Scja M e &, digamos M =d™' + o, onde d e R\{0} e a € #. Como-a
e R+ d sfo invertiveis, por ¢), M também o é& []

Note-sequeosp,,...,p,€ 2 indicados em (8.7b) ndo sfo necessariamen-
te distintos. Juntando os iguais, ohtemos uma fatoragioc a=pkt- .- i,
com ky, ...,k e M\{0}, onde p,,...,p, sic distintos dois a dois. As vezes
convém escrever esta fatoragfio como produte formalmente infinito. Para
isto, seja & = {p,| i €I}, com os p, distintos dois a dois, e denotamos por
N (respectivamente .Z%) o conjunto das familias (k) ;, com k,& N {res-
pectivamenie & 7) tais que k; =0 para quase todos os iel. A propriedade

(8.7b)isignifica entdo que a aplicagfio N ;e‘,‘defimda por (ear— [T 24
iei
€ sobrejetiva. Mostraremos a seguir que ela ¢ mesmo bijetiva, ou seja,

que a fatoracdo dos ideais aej € a Unica, & que ‘esta fatoragao Unica se
estende aos ideais fracmnanos de R,
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{8.8) THOREMA. Sejg R wn dominiv de Dedekind. Entdo:

a) Para todo ae g existe (k)i € NO, univocamente determinada, tal que

a~ﬂp,.

il )
b) Para todo M e F existe {m)iq € ZY, univocamente determinada, ral que

M= l—llpm,.
Demonstragio. 2) A existéncia resulia de (8.7b). A unicidade serh uma con-
seqiiéncia da unicidade afirmada em b).
b) Seja M € #, digamos M =d"! - g, onde ac #c d e R\{0}. Por a),
temos que amﬂp,' e R.-d= Hp“ com (k) rr (i€ N9, portanto,

fef

M={]pt™"i Para mostrar a umcxdade da fatoragio de M, supomos
iel
que M= H p"‘f = |1pi% portanto R= M- M~ =[] pf"", logo
iel ' lel iel
[Teyi" = [T pf ™, onde I’ (1cspect1vamente Meéa cc}n_;unto dosiel
iel' ief””

tais que m; > (rcspe:ctwamente <) ny, Se I # %, enldo este produto estard
contido em p, para algum ' € F'; portanto I # ¢ ¢ p; 2= p, para algum

g I", por (6.11), o que ¢ absurdo. Se I # ¢, obteremos uma contradigic
de maneira andloga. Resulla que I'=I"=¢, o que prova a unicidade
~afirmada, [ '

Mencionamos sem demonstragiic que cada uma das condigdes a) ¢
b)-do teorema (8.8) & n#o apenas necessaria mas também suficiente para
o dominio R ser de Dedekind, Na verdade, para isto basta mesmo a
existéncia da fatoragio, podendo a unicidade-ser obtida como conseqiién-
cia (veja Ribenboim [28], Chapter 7). :

Mostraremos a seguir que os dominios de Dedekind podem-ser ca-
racterizados pela propriedade de todo ideal fracionario ndo-nulo ser in-
vertivel,; ou seja, pela ipualdade & = #. Mostraremos também que ¥ &
um prupo abcliano livre, com base (nio necessariamente finita} &7, Para
isto, observamos que IF”, munido da adigio componenie a componente,
& um Z-modulo {0y, seja, um grupo abeliano) livre, tendo como base ca-
nénica o conjunto & =|{e] ie_I} onde e;=(J), e

{8.9) TEOREMA Para gualquer dominio R as segyintes cand:;oes séo
equzuat’emes

B R é um dominie de Dedekind.
i) Todo. M & F ¢ invertivel.
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L

Neste caso, F =% é um grupo abeliano, e a aplicagio Z¥) — %, definida
por (mdier Hp”" & um isomorfismo do grupo ZV sobre o grupe &, que

_aphca & sabre 92’

Demonsrra;:ao. () = (ii) j4 fol demonstrado em (8.7d).

(i)=(i): Todo ideal nio-nulo de R & finitamente perado, por (8.5);
portanto R € noetheriano.

Seja x e 1y(R); entfio R{x} é finitamente gerads por (1.1), logo & um
ideal fracionario M de R. Obviamente M - M = M, e como M & invertivel,
temos que xe€ M = R, Portanto, R ¢ integralmente fechado.

Dado pe P, seja o wmn ideat de R tal que p < a; dipamos que a & a\p.

e (8.3b) resulta p=R:-p=a™'-p<a'.a=R Por outro lado,.se
rea ! pentdo ga-rea-a”'-p=p, logo rep; portanto p=a=t- p,
logo a= R. Resulta que p & um ideal maximal de R. Concluimos que R
& um dominio de Dedekind.

A ipualdade ¥ =¥ resuita da deflinicio de ¥, De (8.8b) conclui-
mos que a aplicagio Z) — & ¢ bijetiva; cla & obviamente um isomor-
fismo que aplica & sobre 2. O

Recordemos que, no conjunto # dos ideais fracionaries nio-nulos
de um dominio R, a inclusfio ¢ uma ordem parcial ¢ a soma {respectiva-
mente a interseciio) € o supremo (respectivamente infimo) em relagido a
inclusio, O fate de # possuir um submondide distinpguido, a saber o
mondide # de todos os ideais ndo-nulos, sugere a introdugéic em # de
uma divisibilidade, a ser deflinida da seguinte maneira: Sejam M, N € &,
Diremos que M divide N {em simboles: M| N} ou que N & um melitiplo
de M, se N=qa- M para algum a € £, Obviamente, M| N lmphCﬂ M2N;
portanto a divisibilidade em % & uma ordem parcial!). A implicacdo in-
versa serd valida quande M for invertivel, como se vé na demonstracio
do seguinte

(8.10) COROLARIOQ. Seja R um dominic de Dedekind, e sejom
M=pf. ... pih N=pi. .plesF

(Ondﬂ G1s 0v0s G hll ...,hrEZ). EHI&O
Ay MN=M|N={g <h,..g <h].

‘”Nole que & divisibilidade num cmrpo K, definida através de um snbanel R, £ apenas uma
* quase-ordem parmal pois x|y e p|x implica apenas x~y, ou seia x-y~! e U(R},
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B} M+ N =MDC{M, N)= pi1311 e, sendo my=min g, i1

G=10..nm
¢} M AN = MMCIM, N) = py' - ... - v}, sendo n;—max {g;, hy)
BT N §

d} M« N = pftin et

Demonstracio, a) De M 2 N decorre R=M M ! 2N - M™!, uma vez
que M & invertivel. Porianto N« M ™! é um ideal Ge g
logo N==a-+ M, ¢ assim M| N. O resto resulta da unicidade da faloragdo .
(8.8b).
b} ¢ ¢) sdo consegliéneias imediatas de a')‘ —d) & obvio. O

Este corolario mostra que ¢ igual trabalhar com a inclusic ou com a
divisibilidade no grupo % =% dos ideais fracionérios de um dominio de
Dedekind. Historicamente, como a teoria dos ideais s¢ desenvolveu a
partir da fatoragdo, o aspecto da divisibilidade esteve em primeire plano
e realmente prevaleceu por muite tempo, dando origem a denominagdes
como “ideal primo™, “ideal sem divisor (= teilerlos)”, “ideais sem divisor
comum (= teilerfremd)”, sendo as Gltimas duas, hoje em dia, geralmente
substituidos por “ideais maximais” e “ideais comaximais™, respectivamente.
A parte da teoria dos ideais na qual predominam 2 divisibilidade ¢ a mul-
tiplicagdo, a saber, a que trata de dominios de Dedekind e de varias gene-
ralizacdes deles, & conhecida como a “Teoria Multiplicativa dos Ideais”
(veja Gilmer [9] e Larsen-McCarthy [22]),

Concluimos do corelario (8.10):

(8.11) (-:'OROLARIO. Seja R wm dominie de Dedekind. Entdo

a) Para todo a € #, o conjunio dos ideais de R gque contém a ¢ finito.

b} Paora todo o€ §, 05 ideais a - v, onde p percorre 2, siio os elemenios -

maxigais do conjimto dos ideais de R que estiio estritamente con-
tidos em a, .

c) Em &, a intersegio e a adicdo sdo mutuamente distributivas, e a

multiplicagiio é distributiva em relagde d [ntersecfio. Além disto,

temos que (M ANy« (M + N)=M - N para quaisguer M, N e F.

Demtonsiragdo, a} e b) resuitam imediatamente de (8.10a). ¢} resulta de
(8.10) e de relagdes conhecidas entre min {, }, max{,} ca
soma em Z. [ '
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A propriedade {8.1 Ic} significa que nas condigdes (b), (c), (d) e {e) de §6,
estendidas acs ideais fracionérios de R, vale sempre a igualdade. De (8.11¢)
e (6.10) resnlta imediatamente: ‘

(8.12) COROLARIO. Todo dominio de Du lekind satisfuz o Teorema Chinés
de Restos (isto ¢, CRT(n) para gualguer n = 2).

Uma propriedade importante de dominios de Dedekind R ¢ a de
que todo ideal (e todo ideal fracionario) é gerado .por dois elementos, po-
dendo um deles ser arbitrarizmente prescrito. Ela serd obtida como con-
giiéncia do seguinie

(8.13) THOREMA. Seja R um dominio de Dedekind. Para quaisguer M e F
e be # existe x e M tal que os idegis x - M ™", b szjam
comaximeris.

Demonstracdo. Para qualquer xeM, x- M™' & um ideal de R, por {8.5).

Seja b=pT -« ... pk,onde k, > 1, ..., k. > 1, » > 0. Sendo
a afirmagdo trivial ne caso em que b= R, podemos supor que » > 1. Para
cadaj=1, . r,6efa M;=0 - ..o Pjoy  Pjay- v ppr M. De (8. lﬂa}resuL
ta que p;- Mjr: M;; digamos que xyeM\p;- M Obviamente x;&p; - M
para i s j; por owtro lado x;¢p;+ M, pois, caso contririo, teriamos gue
X MTlSpin. o np,=p, .. p, {veja (6.5)), logo x;epy - ... D M=
=p;- M»J-,oqueéabsurdo,Sejax:x,+...+xk;emiox6M1+...+M = M,
logo x+ M"' & ¢; digamos x- M~1=p{'. . .y onde ¢,,..., 0, eN
¢ s>y Paratodo j=1, ..., r temos que X r;é:pj M, pois, caso contrario,
terlamos que x_,'-"—"-x“‘(Xg to xR b x)ep;c Moo que
absurdo. Concluimos que x J’t/j”l ¢ p,, ou seja, x M7™! ndo é um mui-
tiplo de p;; logo, £,=20, por (8.10a). Resulta que MDC(x - M1 b)_
ou sejs, x- M7 4 b= R por (8.10b). O

{8.14} COROLARIQ. Sejam R wm dominio de Dedelind, M v ideal fro-

ciondiic de R e yeM, y+0. Entdo existe xa M
fal gure M =R.x+R -y,

Demonstraglo. Temos que y- M ' e ¢ por (8.5), Por {8.13) existe xc M
talquex- M~ "+ p M '=R;logoR-x+ R+ yp=M. O

O seguinte teorema esclarecc a relagiio entre domm]os principais,
futoriais e de Dedelind.
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(8.15) TEOREMA. Parg qualquer dominio R, as seguintes candupoes s4G
equivalentes:

{i) R ¢ um dominio principal.
(i) R é um dominio fatorial e de Dedckmd

Demonsiracito. (i) = (i) ja foi demonstrado.

{ii}=(i}: Devido a (3 Tb), basta provar que todo pe @ &
um ideal principal. Seja o = zy * ...+ z, uma fatoragio em elementos irredu-
tiveis de algum aep\[0}; entdo r> 1 e existe fe {1, ..., r} tal que ZEP,
ou seja, R - z;= p. Como R & fatorial, R« z; é um 1dea1 primo nio-nulo,
ecomo R € de Dedekmd R+ z; £ um ideal maximal; portanto R - z; ¢ xgual

ap O
De (8.15} e (8.2) concluimos:

(8.16) COROLARIO. Seja L um corpo de numeros algébricos. Entdo I,
serd um dominio principal se e somente se for fatorial.

Um caso importante em que as condigdes equivalentes de (8.15) sio
satisfeitas ¢ indicado no seguinte teorema, cuja demonstragio é feita por
meio da versfo fraca (6.5) do Teorema Chinés de Restos.

(8.17) TEOREMA. Todo dominio de Dedekind R que possui dpenas um
nimero finito de ideals primos ¢ um dominio principal.

Demonsiragdo. Devido a (8.7b) basta provar gue todo pe # = {p,, ..., n,}

¢ principal. Por {8. 103} temos que p3 < p,; digamos que
.1y €p,\pi. Devido a (6.3), os ideais pl, Pas-. ,p,, sdc.comaximais dois a
dois. Por (6.5) existé reR tal que r=r; mod p} e r=1 mod ri= 2. n),
logo rep,\pi, répa,...,rép,; ou seja, R-r & um muitiplo de p,, mas
denenhum dosideaispi, pa, ..., p,. Portanto, na fatoragiio R+ r=pl'+ ... pn
temos que &y =1, ky=...=k,=0, isio é, R-r=p,, Analogdmemc pro-

va-s¢ que py, ..., P, sdo ideais principais de R, [J :

- Como ja foi mencionado anteriormente, em qualquer dominio de
Pedekind R os ideals [racionirios principais formam um subgrupo J#
“do grupo # =9..0 gripo quociente #¢ = ¥/ ¢ chatmado o grupo de
classes de ideais de R. A denominacio “classe de idéais” em lugar de “classe
de. ideais fracionarios” & justificada ‘pela seguinte razdo: A aplicagic de-
finida por arra- 3 {(ae #) ¢ um homomoifisme de # sobre G¢, e te-
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remos que a- # =b- .# sc e somente se os ideais o, be ¢ forem equiva-
lentes no sentido de existicem ¢, d & R\{0} tais que a - ¢=Db - d; portanto,
0s elementos de @¢ podem ser identificados com as classes de equivaléncia
de ideais ae f. A ordem (nfio necessariamente finita) de ¥¢ ¢ chamada
o ntmero de classes de R & usualente denotada por hy. Obviamente:

(8.18) Um dominic de Dedekmd R serd um dominio principal se e somente
se a gmpo 14 for trivial, ou seja, se hy== 1.

No caso geral, 0 namero by, indicando o namerc (cardinal) de classes
de ideais distintas, pode ser considerado como uma “medida” que indica
o quanto o dominio de Dedekind difere de um dominio principal. Veremos
em $10 que, no caso em que R =1, onde L 4 um corpo de nitmeros.algé-
bricos, o nﬁmem hy & sempre finito. ‘

Notemos ainda que, para qualquer dominio de Dedekind R, os homo-
morfismos canénicos de U(R) em K# de K* em % e de % em %¢ (junta-
mente com dois homomorfismos triviais) formam uma seqiiéncia exata

(1) = UR} — K* = & — 4 - (1),

o que significa que a imagem de cada homemorfismo coincide com o
niicleo do homomorfismo seguinte,

EXERCICTOS

8.1. Seja p um ndmero primo. Quais dos sepuintes submodulos do Z-mo-
dulo @ sfo ideais Tracionarios de Z¢

a) (£ :pd)
b) |)@:pz) ={x€@§p"- xe Z para algum ne N}

neR
c) Zyg={e+b™)a, bEZ b ¢ pZ}. 7
"8.2. Seja R~CD[X, Y7 (anel de polindmios em duas indeterminadas
X, Y). Indique ‘

a) um ideal ndo-nulo a de 2 tal Que (R:a)}- a#R;
b) um ideal ndo-nulo de & coniido numa infinidade de ideals maxi-
mais de R.

8.3, Se_]a a um ideal invertive! do dominio R. Prove que se g 7+ R entio
a"—a’~! para todo ne?.
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8.8.

8.9.

8.10.
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Sejam g, b ideais do dominio de Dedekind R. Prove que e b=anb -
se ¢ somente se a, b forem comaximais,

Seja ‘R um dominio de Dedekind. Demonsire o seguinte reforgo
parcial do Corolério (6.6): Quaisquer que sejam py, ..., p,, ideais
primos ndo-nulos de R e distintos dois a dois, quaisquer que sejam
0s nimeros Ky, ..., k,€N, ¢ guaisquer que sejam 05 elementos
Fioon 1a€ R, existe re R tal que r—riepi\phitt (=1, ..,

Seja a um ideal ndo-nulo do dominio de Dedekind R e seja & um
conjunto finito de ideais primos ndo-nulos de R. Usando ‘o exercicio

. anterior, prove gue:

a) Existe a e o\{0} tal que R - a=a - ¢, onde ¢ éum ideal nfo divisivel
por fenhum pe &, ' .

b) Existe xe K\{0} tal que x-aS R ¢ x - a nfo seja divisivel por
nenhum pe &, )

¢) Toda classe de ideais contém um ideal b tal gue g, b sejam coma-
ximais,

Utilize o item a) do exercicio anterior para dar uma outra demenstra-

_¢#0 do teorema (813}

Seja ¢ um ideal ndo-nulo do dominio de Dedekind & ¢ seja b e a\{0}
Seja @' wm conjunto finito de ideais pritmos ndo-nulos de R que con-
tenha todos os ideais primos que dividem R - b, Prove: Para qualquer
cea\{0} tal que ¢+ a~! ndo seja divisivel por nenhum p € 2, temos
que a=R:-b+ R.c - '
{Note que existe um elemento ¢ deste tipo pelo ttem a) do exercicio
8.6.) '

Por um anel de valorizagio do cerpe K enlendemos um subanel
R de K tal que lex-Rux™! R, qualquer que sejn x & K\{U].
Prove: '

&) R possui um anico ideal maximal m {a saber, m = R\U(R)),

b) Mo caso em que R # K, o ideal m serd invertivel se ¢ somente se
for principal, s e somente se (R:m)# R,
c) Todo ideat finitamente gorado de R & principal.

Seja K um corpo ¢ sej:i ¢ uma aplicagio de K sobre Z u {0} tal que

ox jﬁ) =ox+ vy e vfx-+p) > min{ox oy}

para quaisquegr x, & K. Prove que:
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a) R,={xeK|ix >0} éum ane! de valorizagio de K, distinto de K,
e m,={xeK|vxz1} & seu ideal maximal.

b) m,=R, -t para qualquer te K ta! que pr=1,

¢) A aplicagio definida por nrm ¥ (ne Z} & um isomorlismo do
grupo aditivo Z sobre o grupoe multiplicativo F =% dos ideais
fracionarios de R, e induz um isomorfismo do monéide aditive
N sobre o mondide multipkicativo # dos ideais ndc-nulos de R,.

A aplicagio v & chamada uma uaiorizm;:ﬁo‘discreta de K,

Sejam R um domipio de Dedekind, K = QI(R), ¢ sejam ¥, .?P como
definidos no §8. Prove que, para todo pe 2,

a) existe um e wmn s6 homomorfismo « de @ sobre o grupo aditivo

~Z tal ‘que wp=1 e wp’ =0 para todo p' e P\(p } Ele é sobre-
jetivo ¢ satisfaz

w(M 4 N} = min {wM, oN}
(M N N) = max {@M, eN}.

b) a aplicagio v: K — 7 r {=} definida por x> a(R - x) (x € K\[0})
¢ 0 o0 ¢ uma valorizagio discreta de K, cujo anel de valorizagio
R, € igual 4 localizagio de R em relagio a p.

Seja R um dominio, distinto do seu corpo de fragdes K = Q(R). Prove

que as seguintes condigBes sdo equivalentes:

(i) R ¢ noetheriano, integralmente fechado e possui apenas um
ideal primo nio-nunlo.
(i) R ¢ vm dominie de Dedekind e pessui apenas um ideal maximal,
(iii) R =R, para alguma valorizaco discreta v de K.
(iv) R & um anel de valorizacio noetheriznc.
(v) R ¢ um dominio principal ¢ possui apenas um ideal maximal.



CAPITULO I |

CLASSES DE IDEAIS

O objetivo principal deste capitulo ¢ mostrar que, para qualquer
corpo de nuineros algébricos £, o nlimero de classes fy, islo €, a ordem
do grupo abeliano €¢ das classes de ideais de [, & finito,

Como ferramenia serd usada a norma de ideais 9, que generaliza
a norma absoluia {7, 4|. Do estudo desta norma, que sera feito no 89,
resulta também a “igualdade fundamental” T e;- f;=[L: Q] que rege a
decomposi¢io de cada nimere primo p no ancl J, representando assim o
ponto e partida do Capitulo IV, ‘

A finitude de k,, a ser provada no §10, resultard da existéncia de uma
cota superior para a norma de cerios ideais, ¢ & fAcil obter tal cola através
de uma aplicagido simples do "principio de gavetas”. Cotas methores, obtidas
por métodos geométricos (veja Capitulo VI) e, em particular, a “cota de
Minkowski”, téin a vantagem dc fornecer importantes estimativas para o
discriminante dy e podem ser utilizadas para caleular o ntimero de classes
k.. BEmbora ¢ céleulo de iy, para um determinado corpo L, possa, em
prmczplo ser efetuado efetivamente (isto & em um nimero finito de passos
— veja Borevich-Shafarevich {6], Chapter 3, Section 7), tal cileulo serd
viavel apenas em casos bem simples. Deve ser mencionado, porém, que,
através do método analitico’ (envolvendo a fungdo zeta de Dedekind) se
obtém para h;, uma férmula vilida para qualquer corpo de mimeros algé-
bricos L, e formulas mais explicitds para corpos quadraticos e corpos
ciclotémicos (veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 5).

£§9. Norma de Edeaié

Lembramos qué, no §3, foiusado o fate de que qualquer modulo livee M
sobre um dominio R pode ser imerso num ((R)-espago V. Neste paragrasl’o
utilizaremos um outro método para passar de médulos a espacos veloriais,

Sejam R um anel ¢ m um ideal maximal de R, Diremos que um R-mo-
dulo M ¢ amuludo por m s¢ ¢+ x =0 para quaisquer cem e x & M. Neste
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caso, M pode ser considerado como R/m-espaco, sendo a operagio externa
R/mx M — M bem-definida por

(Fx) s rex (FER/M, xe M), .

onde re R & um representante qualquer de ¥ (uma vez que r, =v; mod m
implica ¥y -x—ry3-x=(r;~ry)  x=0). Por outro lado, qualquer
Rf{m-espago N pode ser considerado como R-médulo, com a operagio
exteira R x N = N definida. por

)= +my-y (reR, yen),

considerado como R-médulo, N ¢ anulado por m. Resumindo:

2.1) Os R-médulos amilados por w coincidem com os Rjwm-espacos.

Em particylar, para todo ideal n'de R, o R:médulo quociente af(m - a)
¢ anulado .por m e, portanto, pode ser considerado como R/m-espago.

{9.2) Sejam R um dominio de Dedekind, m um fdeal moximal de R e o um ideal
;1ﬁa~nulo de R, Entifo affini- o) é um R/m-espago de dimensdo 1,

Demonstracio. De(8.11b) concluimos quem - o < a e que ndo existe nenhum

' ideal btal quem - a=b = a. Aplicando o komomorfismo ca-
ndnico de R sobre Rffm - ), ambos considerados como R-médulos, con-
cluimos que af(m - o) é um R-médulo ndo-nulo minimal. De (9.1)-resulta
que a/{m . a) & uni R/m-espaco minimal; portanto, tem dimensdo 1. []

No que se segue, seia L um corpo de nimeros algébricos, de prau
[L: Q] =n, Denotaremos por R o anel I, dos inteircs alpébricos de L.
Recordemos que R ¢ um dominio de Dedekind e, em particular, que-todo
ideat primo ndo-nulo p de R & um ideal maximal de R; logo R/p & um corpo,
chamado o corpo de resios de R mddulo p.

(2.3} Seja v um ideal primo nio-nulo de R: entdo:

a) pn L= pZ, sendo p o unico mimero prime em p.
'b) Rip & uma extensdo finita do corpe Fp, de grau {Rjp:T J<n.

Demonstragio, 2) O ideal primo v ~ Z & nio-nulo devido a {1,13a); logo &
igual a pZ para algum nimero primo p. Obviamente, p

& ¢ Unico nlmero primo em p, -
b) A restricdo a’ Z do homomorfismo canbuice x de R sobre Rfp
tem como nilcleo pn Z = pZ; logo induz um isomorfisme (obviamente
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o unico) de ¥, = Z{pZ sobre xZ. Identificando xZ com [, este torna-se
um subcorpo‘d’e Rip. Por (5.6), existe uma base integral §, ..., f, de L.
Obviamente, i), ..., kff, ¢ um sisiema de geradores do [F,-espago R/p;
logo [Rfp:F,]=n O

O grau [R/p 1 F,] serd chamado o grau de inércia de p e denotado
por f(p).

Seja a um ideal ndo-nulo de R. Serd denotado por %la, ¢ chamado
nerma do ideal a, o nimero (cardinal) dos elementos de Rja. Mostremos
primeiramente que este 11umcno ¢ sempre finito e que a norma de ideais €
multiplicativa,

(9.4) a} Para todo ideal primo ndo-ruio p de R iemos gue Mp = p/, onde
i ¢ o grau de indrcia de 1 e p o Unico nimero primo em p,
b} Para todo ideal ndo-ntle o de R remos que Nae ”\{0}; em parti-
cular, Na=1 se e somente se a= R.
¢) Para quaisquer ideais ndo-nulos a, b de R vale Ma - b) = Ya - N,

Demonstragiio. ) De [R/p:F,] =/ resulta que Rfp tem p elementos.

by € ¢): Afirmamos que R(p, - ...-p)=Fp, -...- Np,
para qualquer produte de r ideais primos ndc-nulos py, ..., p, de R. Sendo
trivial para r==0, supomos que a afirmacdo seja valida para qualquer
produto de r — § ideais primos ndo-nulos, sende r = 1. Sejama=4f, + ... * P,
eb=p, ... pentioa=p; - b< b e o anel quociente R/b & 1somorfo-a
{(R/a)/(bja). Por (8.2}, bfa € um Rfp,-espago de dimensdo I, logo consiste
de Mp, clementos. Como Rfb, por hipbtese, consiste de MNp, - ...« p,
elementos, concluimes que R/a consiste 'de Rp; - ... - 9p, elemenios,
ou seja, Na=91p, » ... - Np, e AN\[0). Em particular, la = 1 sc ¢ somente
se r =0, s¢ ¢ somente se a = R. As afirmagdes b) e ¢) resultam entdo do fato
de todo ideal ndo-nulo de R ser um produto de ideais ndo-nulos, devido
a (8.8), O .

Pe (9.4) obtemos faciimente as seguintes propriedades de 9, que sdo
semeihantes &s propriedades da norma A7 q, indicadas em (1.11).

(9.5} Seja a um ideal ndo-nulo de R. Entdo:

a) Mae ;- on sefa, o ideal-principal -R - Na é-um miitiplo-de -«
b} Se Yia for wm ndmero primo enidc w serd wm fdeel primo.
c) Se a for um muiltiplo do ideal b ¢ Yta=Nb emdo a=0.-
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Demonstragdo. a} O grupo aditivo de R/a tem ordem m = Ma; portanto
m- 1 =0,sendo 1 ¢ 0 respectivamente a unidade e o zero

do anel R/a. Resulia que m € a, ou seja, R.m<aq,0queequivalea afR - m,
devido a (8.10).

b} Se a nde for um ideal primo de R, entdo e =R ou a=b- ¢, onde
b, ¢ s8o ideais nflo-nulos ¢ distintos de R, Em ambos os casos, ‘9ta nio &
um nimero primo, devido a (9.4).

¢) Existe um ideal ndo-nulo ¢ de R tal que a = b -.c. Pe (9.4) concluimos
que Fla=RNb- Nr, ¢ que Na=Nb implica que Me=1; logo c=R, e
a=h [J -

De (9.5a) & (8.112) resulta imediatamenté:

(9.6) Para todo me N\{0} existe scmente um mimero finite de ideais. nio-
nulos o de R tais que-Ma=m

O seguinte teorema relaciona a norma de ideais com o discriminante
e mostra que cla generaliza & norma absolula | 4| ol

(9.7) TEOREMA. a) Todo idea! ndo-nulo ade R é um Z-mbdula livre de POSto
n, e parg toda base oy, ..., a, deste Z-modulo temos que

discyqlets, ..., @) =|(‘ﬁa_)2 - dy.

b} Para todo elemento ndo-nulp @& R temos que MR - a) =] A 1qu].

Demonstragdo. a) Aplicando (5.1) ao Z-médulo livre R, -obtemos uma

base integral ¢, ..., &, de L e nitmeros inteiros a,, ey G,
g<n, {ais que a, - &, .-..,a,!- £, formem uma base do Z-modulo livre a. Por
(3.2}, o Z-mddulo Rfa & isomorfo a Z/a,Z x ... x Zla, @ x &% ... % Z

—

n—g
Como Ra ¢ finita por (8.4), concluimos que n=ge Maw={a,|+ ...« |a,f =
=g, ,,| Logo 4

diSCLEﬁ(al CEL G,y £n) = (dﬁt(ﬂ, X U)) dlSCLIQ Bfy oury ﬂu)_: (mn)2 b d{
n
Toda base oy, ..., @, do Z-médulo a escreve-se como o, = > ey ay - g,

J=1i
com ey e & {i,j=1,...,m e det{e;)e U{Z) = {1, —1}; portanto

diSCL |‘Q(051, vony Gﬂ”) = diSCqu(ﬂl T RPN P E',,}.

b} Suponhamos que f,, ..., f, formem uma base integral de L. Entio
¢+ fy,...ya B, formam uma base do ideal principal R« &, considerade
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como Z-modulo; logo discygle- B ... 0 B)=R(R- )} d;, por a).

Por outro lado, existem a;€Z tais que - =3 ay- B (i= L)
=1

logo discy glor - 5, ..o B)=det(a;)? - d), por (4.1}, ¢ det{a,;) = A"f, o0

Concluimos que WK - a)=|.4" |qz]. O

Como conseqiiéncia deste teorema chiemos uma importante igual-
dade referente-d decompesicio em I, dos nimeros primos p, iguaidade
esta gque serd generalizada no Capitulo IV.

(9.8) COROLARIO. Seja p um nimero primo e seia R+ p=p5'+ ... p¥

a fatoragiio de R-p em ideais primos distintos
Praees Dy com e, > 1,...,8, = 1. Entde: '
a) Py, .., P, SG0 05 fnicos ideais primos p de R tais que pep.
r

b) 3 ey J;=n, onde [; é a grau de inércia de p; ((=1,...,1)
i=1

Demonstragdo. a) Obviamente pepy' - ... - pir= pyparatodojeil, ..., 1y,
Por outro lado, s¢ pep entido p dividird R- p, logo
pE{pPLs ..., P} devido A unicidade da fatoragdo.
b) De (9.4} e (9.7b) concluimos que

NR-p) = T] Rip) =[] p % e MR- py=|HLjup]|= "

i=1 i=1
respectivamente: logo vale b). [

Terminaremos este pardgrafo mostrando, num exemplo,” & utilidade
da norma de ideal para determinar explicitamente a fatorago em ideais
primos. )

- ~Observemos primeiramente que, quando o dominio R for-faterial,

a fatoragho a={, - ... - {, {essencialmente Unica) em fatores irrcdupiveis
{1s...,{, fornecerd imediatamente a fatoragio desejada de R - e, wna
vez que R {;,..., R {, sdo ideais primos nao-nulos de R. Por outro

lacio, quando R ndo for fatorial, existirio clementos irredutiveis { que ndo
sio primos, ou seja, lais que R - { seja um produte de mais de um ideal
primo. Neste case; a fatoragdo de R - o em ideais primos pode ser obtida
juntando-se as fatoragdes dos ideals R - {4, ..., R+ {,, qualguer gue seja
a fatoragfo a={, - ... {, em Tatores irredutiveis. ;
Considercmos como e:icmplo 0 corpe quadratico L=G{ / —17)
Seu anel dos inteiros algébricos R =1, = Z[./—I7] ndo ¢ fatorial; por
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exemplo, o nimero 18 tem duas fatoracdes distintas em fatores irredutiveis,

a saber, 18:2‘3-3=(]+./~1 {1l - /—17} Sendo
 p=ROZAR(IF/—1T), q=R-3+R-(1 4. /-1D
v=R.3+R.(1 - SZT%),

mos{raremos;

5. 9) a) p, qezsio ldea!s pnmos de R com j{p) )= [(r)= L
b) R- 18 =p?. g% 1?
c)R 2—p,R S;q T, R (I+,/—!
Ik,/ 17} =p- t

Demonstragdo. a) Obwamente Rip=1{p,1+p}, Rig={q.1+0.2+q} ¢
Rir={x,1-%2+x}; logo Np=2, Ng=Nr=3. De
(9.5 bj resulta que p, q e v sfio ideais primos, e de (9.42) concluimos que
Jp) = flg)=flr)= L. v
b)De 3eqnr e {1+ /~1H-(1 - /—17)ep® resulta que
18¢ p2 n a?nrl= :p" - 9” - r*; logo oste ideal divide R.18. Como
Nip?+ g2+ )= 22 13 =18" = AL i8] =R - 18) por (9.4) e (9.7),
conc]mmos que p-q®- ¥ =R 18, devido a (9.5¢)
c) Os ideais pnncnpaas ‘gerados-por 2, 3, 1 4+./—17 ¢ 1—J417

dividem R .« 18=p?* . ¢? - Como 2 ﬁq e2 ¢y, oideal R - 2 divide p?. De
RR-2=4= Eﬂp resulta que R - 2=p> Comcj 3epnre=p-y o ideal
R+ 3 ¢ um miliiplo de q - 1. De 9R - 3)=9 = %(q - r) resulta que R - 3 =

=g Como 1 +./~17€epnqmas ¢, cndealR (i—i-./ni)cum
mulnplo de p q mas ndo de v; lﬂgo ¢ igual a um dos ideais p - q, p’ g,
p-a® p®- 9’ Entre eles, p-q® & o Onico ideal cuja norma & igual a

[B=] A%, el — T =NR - (14 /=TH); logo R- 1+\/ZT)_

=p - q*. Analogamente prova-se que R - 1—«/-~1 T=p 2

Note-se que as iguatdades R 2=p" e R-3=q. v estio ém con-
cordancia com o corolario {9.8).

EXERCICIOS
Mos exercicios 9.1 a 0.5, sej';l L. qualquer corpo de nhmeros alpé-
bricos, & seja R=1,.

9.1. Prove {sem usar a norma de ideais) que todo nimero primo p esté
contide em pefo menos um ideal primo de R, .
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9.2. indigue, para cada me N\{0}, uma cota superior para o atmero dos

ideais a de R lais que Ma=m.

9.3. Seja a um ideal ndo-nulo de R. Prove que se existir ¢ € taf que

Na=1 .47 0] entdo R-a=a

9.4. Sejam a um ideal ndo-nulo de R, fea\{0}, € & wn conjunto finito

9.5,

9.6,

9.7.
.a=R-3+R-(1+/-5er=R-3+R:(1 - ./—5) sho ideais
. primes de R, e indique a fatoracio em ideais primos dos ideais prin-

de ideais primos ndc-nulos de R com as seguintes propriedades:

a) Todo ideal primo p gque divide R+ esth em &
by Para todo nimero primo p, 2, & # ¢ implica que #,< 2,
onde #, & o conjunto dos ideais primos p tais que pEp.

Prove que, pata qualquer oc a\{0} tal que «- a”F ndo seja divisi-

vel por nenhum ped”, vale
ERQ - MDC(JVHQO(, uJ{/LEqﬁ)l

(Mote que existe um elemento « deste tipo pelo item a) do exersicio 8.6.).

Sejam p um nemero primo e py, ..., p, 0s {micos ideais primos de R
que contém p.

a) Prove que existe mep,\pf tal que nép,u ... up,, ¢ que todo
clemento = deste tipo satisfaz p,=R-p+ R-n
b) Indique um elemento # deste tipo no caso em que p=2 (respec-

tivamente p=13) ¢ L=0(/—3).

Seja R=Z[i] {c anel dos inteiros de Gauss),

a) Para todo nimero primo p indique a fatoragio do ideal R-p
em ideals primos de R,

-b) Para todo ideal primo p de R determine o grau de inéreia f(p).

Seja R:Z[J—S]. Prove que p=R-2-+ R-(I+ /-3,

cipais R+ 6, R+2, R+ 3, R-(l +. /=5 e R-{1 — . /—73).

810, Finitude do nidimero de classes

Como no paragrafo anterior, denotaremos por R o anel dos intei-

ros algébricos !, de um corpo de nimeros algébricos L, de grav n= [L : @} .
Além disto, #, 4, 5 e 4 terdo o mesmo significado que no §8, ¢ h; = lig.



Classes de Idesis ‘@9

Recordemos que, para quaisquer ae.# e aca\{0}, a norma Ne di-
vide SUR - o) = [ .4}, o], @ assim o quociente(Fta) ™! - YR - &) é.um niimero
natural ndo-nule; em particular, ele serd igual a 1 se e somentesea =R -« o
Concluimos que o

~ n{a) = min @) - zn(R; a)laea\{o}]'em\{o},' :

qualquer que seja a€.#; em particular, n{a) =1 se ¢ somente se-ae ¥,
Resulta que R serd um dominio pripcipal, se ¢ somente se n{a)= ! para
todo aef.

Mostraremos que, para qualqﬁer corpo de niimeros algébricos L, o
conjunto {n{e}| ac #} & limitado.

(10.1) Existe p >0 tal gue nla) < p para toda ae g,

Demanstragdo. Sejam ¢4, ..., o, 0s isomorfismos de L em C, & suponhamos
que By, ..., [, formem uma base integral de L. Mostrare-

#
mos que p = {](

J=1

ac# existe ke N0} tal que & < Ma<{&+ 1) Seja

¥ = {)j dis B0, k) 02 1,...,n}; |

T! X
Fa)-,B,-I) tem a propriedade desejada..Para todo
=1 . .

i=1

obviamente % < R. Como o niimero e+ 1y dos clementos de & & maior
que o namero Na das classes de R mod o, existem (pelo “principio de
gavetas”} dois elementos distintos 1, v € & tais que L + @ = v+ a Obvia-

mente L—v= 3 4, f;ca comae{-—k .., ~10, 1.k} (i='1,...,n);‘
i=1
logo

He@—v

J=1

=11

i=t

l APL[Q(A_V)I = <

i qi ".gjﬁ'i

i=1

= }:[1 (_Zl Faf - I%ﬂi') <k':p<RNa- P
portanto na) < (Ra)™" | A", ofd - V)| <p [

-Os nimeros. n(a) permitem ainda uma outra inferpretagio, Para
toda classe B e#( seja

m(B) = min {Nb|be ¢ B},
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(10.2) Sejam Be%f e ne § tais gue a ' eB. Entdo m(B) = n(a).

Demonstragiio. Escolhemos be # B tal que b= m(B). Por hipdtese,

existe £ € L\[O] talquea '+ E=b;logoée R E=a b,
e assim n{a) < (Ma) "' « (R - &)= N0 =m({B). Por ouiro lado, seja a e a\{0]
tal que nla)=(Ma)~' - MR- a),csejab=a"' . . Entdo beB,a-b=R-q,
togo Ma - Nb= YR - a); portanto, m{B) < N6 =(9ta)"" - R - &)= n(a), 1

De (10.2) resulta imediatamente que os conjuntos {ma)]ae £} ¢
Im(B)| B e ¢} coincidem; portanto, toda classe B & €f possui um ideal b
tal que Mb < p, por (10.1). Por outro lado, concluimos de (9.6) que existe
somente um numero finito de ideais bs ¢ com norma 3ib < p, digamos
By,.... by. Resulta que ¥¢ consiste das classes (ndo necessariamente dis-
tintas) b, - 3, ..., b, - #; portanto: '

(10.3) TEOREMA. O atmero de classes by ¢ finito (o saber, hy < m).

De (10.3) obtemos como conseqiiéncia imediata; |

(10.4) COROLARIO. Para todo ae #, o' é um ideal principal.

Para poder calcular o nimero de classes iy, & necessirio saber quais
das classes by - 3¢, ..., b, - # coincidem. Obviamente teremos que
by # =b;- # se ¢ somente se o ideal fracionario b;- by ! for principal,
o que pode ser verificado usando-se o teorema (1.17) (veja Exercicio 10.1):
Em particular, teremos que ki = 1 se & somente se by,..., b, forem ideais
principais. Condigdes suficientes para gue isto ocoira sio dadas na se-
.. guinte proposigdo. - :

(10.5) Teremos que h, = 1 quando uma das seguintes condigdes for satisfeita:

(i) Todo ideal primo néo-nuwlo p de R com rorma Rp < p é principal.
{iiy Para qualquer nimero primo p < p, o ideal R - p é primo.

Demonstragdo. 8) Todo ideal b com norma 916 < p € o produto de ideais
primos p com RAp < p. Supondo (i), estes sio ideais
principais; portanto, b também o é&. ,
b} Seja-p um- ideal primo ndc-nulo com norma Fp < p. Por (94),
temos que Wp=p' onde f=1 ¢ p & o linico nimero primo em p; logo
p<pe R-pcp Supondo (i), concluimos que R - p="p, uma vez que R
¢ um dominio de Dedekind; portanto a condigio (i) ¢ satisfeita. Pela
parte a) da demonstragdo temos que hy=1. [
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O cilculo de by acima esbogado, o qual sempre pode ser feito efe-
tivamente (veja Borevich-Shafarevich [6], Chapter 3, Section 7), sera tan-
to mais facil, e as condigbes indicadas eni (10.5) serdo tanto mais [racas,
quanto menor for a cota p. A melhor cota conhecida, valida para qual-
quer corpo de nimeros algébricos L, é a cota de Mirkowski, definida por

43\ nl
Fz,:(—n—) g N8

onde d;, ¢ o discriminante de L e ¢t ¢ a metade do nimero (par) dos iso-
morfismos ¢ de L em C tais que oL ¢ R (veja §18). Ela & -obtida usan-
do-se métodos peométrices, gue seric estudados o Capitulo A (VEJE!.
Exercicio 17.9); ‘

No caso em que L é um corpo quadrdtico Q(/d), com d e B (como
definido em §2), temos fue

-2~- el quando L for real (isto &, 4 > 0)
'[,LL . 5 )
gl Jdy| quando L for imagindrio (isto &, d < 0)

sendo o discriminante d;, igual a 4d (respectivamente d) quando d =2
ou 3 (respectivamente = 1) med 4. Consideremos o0s casos em que a cota
Hr & pequena;

a) Teremos que p; <2 s¢ ¢ somente se —9 < d, < 16, se ¢ somente
se de{—7, -3, =2, —1,2,3,5,13}; neste caso trivialmente hp=1.

b) Teremos que 2 <y, <3 s¢ ¢ somente se —22 < d, < —9 ou
16 <d; <37, o que ocorrerd se ¢ somente se

de{-19, ~15 ~11, —5,6,7,17, 21,29, 33},

Para determmar Ay, néste caso,. basta considerar o ideal R.- 2, o qual ou €
primo ou & produto de dois ideais primos p,, P;, ndo necessariamente
distintos, com Hp, = MNp, =2 (veja (9.8)). Se R- 2 for um ideal primo
ou py, py forem ideais principais, entio h_,_— I, por (10.5). Quando
R+2=p, p,, entdo p, ¢ P2 serdo os Gnicos ideais dé¢ R com norma
igual a 2, logo €0 = (', p,- #, p,+ o#}; logo h, <3 {respectivamen-
te <?) no-caso em que p, # (respectivamente =)p,. Por exemplo, no
caso d= =3 temos que py =p,=R -2+ R (1 —f') {veja Exerclcic
9.7. ou (15.1)); logo hy, <2; realmente hy, =2 devido a (24). (Veja tam-
bém Ribenboim [28], Chaptei-13, (7), e as listas de hL lndicadds em Bo-
revich-Shalarevich [6], Tables:) :
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Além de ser ulil para calcular o numero de classes, a cota de
Minkowski fornece também importantes resultados sobre o discriminante.

(10.6) TEOREMA. Para todo corpe de nimeros algébricos L de grau
n=[L:G] =2 remos que

" "211 T 311. n—1
Pl = (=) e ()
4 (nh) 3 4

Demonstrap&o. Existe be gial que 1 S Mb <y 5 logo J| d | = (%) L
i n

' L Fd mZm
Para m > 2 seja o, = R 0 :)z ; entdo | dp|=w,, uma

' - : T[z o 1 2m ”
vez que 2t <h e — < 1, Como o, = — ¢ —t! =2 . 1t >—.3
1 1 I Y

para todo m =2, concluimos que
i =2 2 n—1
o, Oy o 7 T 7 {3n
oy =——1—— .. f Y > *.3 = e | —— _D
' O — 1 OC"__Z 13 : (4 ) 4 3 ( 4 )

Este teorema mostra gue o minimo do valor absoluto dos discrimi-
nantes, min{| d_| ' [L: Q]: n}, cresce exponencialmente com o grau n.
Comlo -conseqiiéncia . imediata. obtemos o seguinte corolario, devido a
~Hermite ¢ Minkowski:

(10.7) COROLARIQ. | d.| > 1 para todo corpo de nimeros algébricos
L # 4},

Mencionemos ainda sem demonstragio, a qual pode ser feita por
métodos geométricos, o scguinte tecrema devido a Hermite (veja Samuel
[3¢], Chaptﬂr IV, Theorem 3): .

{10.8) TEOREMA. Para todo d.c Z existe upenas um niimero finito de cor-
pos’ de niimeros algébricos L com dp=d.

Terminaremos ¢ste pardgrafo abordando um. problema que, aberio
ha vérias décadas, foi resolvido somente em 1964, Trata-se de saber se
todo corpo de ntimeros algébricos, L, csté contido num corpo de ni-
meros alpébricos [ tal que hy = 1. Para tralar este problema, é natural
usar o “corpo de classes de Hilbert”, H(L), uma certa extensdo galoisiana
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de L com grupo de Galois isomorio a €¢€. O corpo H{L) tem a propiie-
dade de que todo ideal a de 1, so torna principal em I(L), isto &, a -« [y,
& gerado por algum g € iny,, embora Iy, possa ter outros ideais ndo-
principais, Obviamente H{L)= L sc e somente s¢ hy, =1. Usando a pro-
priedade de que K < K’ implica A(K) - K’ = H(K') ¢ definindo Holl)= L,
Hip (L) = HHAL) (GeN) e Hy(L)= | H(L), mostramos:

{erd

(10.9 Para todo corpo de ninieros algébricos L, as seguintes condigdes sio
eghivalentes:

() [Ho(L}: L}< oo
(i) 4 cadeia L=Hy(L)S Hy(Ly< HylL)< ... é estaciondria.
(ili) Existe uma extensdo finita I de L ral jue hy = 1.

Neste caso, H (L) é u menor extensio L' de L. ial -que hpo=1,

Demonstracae. (i) = (il) ¢ obvio. _

(i) = (iii): Existe me N tal que H(L)= H,, (L)~ ... = H_{L). Seja
I = H(L); entdo H(L')= L' logo hy.=1.

(it} = (i}: Por induglo, podemos supor que H;_ (L)< L para algum
J=> 0. Como k. =1, temos que H(LY=L"; logo

HiLye HyL)- L'= H(H,_,(L))- L' € B({L) = L'

Concluimos que H (L)< L', e que H,(L) & a menor extensio L" de L
tal que hp.=1. (] '

A proposicdo (109) mosira que o problema acima indicado & equi-
valente 4 questfio de, para todo corpo de nimeros algébricos [, a “tore
de corpos de classes” Ho(LYS H (L)< H,(L)<= ... ser finita, ¢ mostra
ainda que, no caso afirmativo, esta torre fornece a menor extensiio [
de L. com hp.=1, '

A tesposta a este “problema de torres de corpos de classes”, encon-
trada por Shafarevich ¢ Golod em 1964, & negativa: Existem até COrpos
quadriticos I, por exemplo

M2 375711 1317 1% ¢ /-2 357711 13),

cuja torre de corpos de classes é infinita, ou seja, que ndo estfio contidos
em nenhum corpe de numeros algébricos L' com i = 1. {Veja Roguette

[29])
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EXERCICIOS

101

10.2,

103,
104,

10.5.

10.6.

Seja [L: ©] = n e seja a um ideal ndo-nulo de 1, tal que 9ta = k. Prove
que a serd um ideal principal se e somente se a e {R - ay,..., R- o),
sendo o, ..., e, €[, 05 elementos indicados no teorema (1.17).

Prove gque os seguintes corpos quadraticos t8m nlmero de classes

iguais a 1:

N 0L/~ B), 0/~ 67), Q- 163).
Mostre que Q(./10) tem ﬁ‘{lmero de classes igual a 2.

Mosire que o quinto COTPO cxclotomlco tem numem de cEasses
igual a 1.

a) Prove que todo corpo ciibico L tal que |dL| <49 tem numero
. de classes igual a 1,

b) Prove que todo corpo cibico tofaimente real (isto é, com trés
isomorfismos distintos em R) tal que IdL| < §1 tem nimero de
classes igual a 1.

Seja L= CQp), sendo B uma raiz do polinémio X Xti2X 48

a} Prove que iy, <7 e que tedo ideal primo nfo-nule p de I, com
Tp <7 & principal.

b} Conclua gue J;, & um dominio principal. (Veja Weiss [37], 5.4.8.3



" CAPITULG v

~ EXTENSOES DE
DOMINIOS DE DEDEKIND

Usando-se a norma de ideais, foi mostrado no §9 que, para tede ni-
mero primo p € todo corpe de nameros algébricos- L, a fatoragio de
p- I =P ... P&, em poténcias de ideais primos distintos B, ..., B

r

de 1., satisfaz a igualdade fundamental Y e/, = [L:Q7} onde
i=1
fi= [le'mr:[Fp}-

O objetivo principal deste capitulo & generalizar esta igualdade para
ideais primos p de um dominio de Dedekind arbitririo R e para a extensiio
S=IR} de R, onde L & qualquer extensiic finita e separavel do corpo
K = Q(R). Isto serd feitc no §127, usando-se alguns fatos sobre anéis de
fragdes, que serfio apresentados no §l1. Sob uma hipSiese adicional, a
saber, 2 da existncia de um elemento fe S tal que S = R[], mostraremes
no §13 que a fatoragfio de p + § em ideais primos B, de § pode ser obtida
atraves da fatorag@o mod p - R[ X7 do polindmio minimal de f sobre K,
a qual permite também indicar explicitamente os ideais primos B,
Serd provado também, sem esta hipotese, um resultado andlogo, valido
para quase todos os ideais primos de R, excluindo-se apenas os que dividem
o discriminante; somente estes podem ser ramificados em L. Finalmente,
serfo estudados os ideais primos que so totalmente ramificados em L,

811,  Anéis de fragles de um dominio

Inicialmente, indicamos alguns fatos sobre extensfio ¢ restrigio de
ideais, para qualquer par de anéis R, § com R< S,

Sejam S um anel gualquer e R vm subanel de §. Denotamos por
# (respectivamente #) o conjunio de todos os ideais de R (respectiva-
mente de §). Associando a cada aef o ideal

a-S={ay Y+t vdanon e a 9,768 seN)
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obtemos wna aplicagdo & : .F — #, chamada a extensdo de ideais (de R a §),
a qual obviamenie satisfaz

tlata)=ca+epa e ga-a)=g¢a- e’ (o, o' € %)

O subconjunto #(.#) de # & chamado o conjunto dos ideais estendidos.
Por outre lado, asspciando a cada W& # a intersegio W R, obtemos
uma aplicagdo p : £ —+ 7, chamada a restrigdo de ideais (de § a R}, a qual
obviamente satisfaz

PR AW = pf A pW ¢ pl /W= /pT (W)
0 subconjunto p(#) de # é chamado o conjunto dos ideais restritos.

E obvio.que as aplicagdes ¢ e p preservam a inclusiio e tém as seguintés
propriedades: :
(poca2a e [(poeln=a<aep(f)] (ac.F)
oplU s WUe [(topU= N WUee(s)] (Uech)
Boflof=E € PoBop=2p ‘
& infetiva<>[p o g = id,] < p sobrejetiva
¢ sobrejetiva<s [go p == id,] <> p injetiva

£ e p induzem aphcapaes bijetivas, inversas entre si, enire os
conjuntos p{F) e & .ﬁ)

Como excmplos triviais, mencionamos os scguintes:

A) Seja R um corpo e §= R[X]. Como .# consiste apenas dos ideais (0)
e R, a aplicagio p é scbrejetiva ¢ & é injetiva.

B) Seja R um dominio e § = Q(R) o corpo de [ragdes de R. Como # con-

" siste apenas dos ideais (0} ¢ S, a aplicagio & & sobrejetiva ¢ p & injetiva,

Mostraremos a seguir que a afirmagdo em B) se generaliza ao caso
de qualquer anel de fragdes de um dominio R.

Seja M um subconjunte multiplicative do dominio R. Denotaremos,
até (11.8), por ¥ (respectivamente #) o conjunto dos ideais de R (respectiva-
mente Ry

(11.1) a) Para todo Me F temos gue (N R) - Ry =,
b) Pare iodo a€ F-temos que o - Ry = {ajm|aea,me M}; em par-
- ticwdar, o+ Ry = Ry, se e someinte se an M+ ¢.

Demonstragdo. a) Seja o€ U, digamos o= cfm, com ¢ ¢ R, me M. Entdo,
m:a=ceUnR, Jogo a=c- {{/m}e{HnR)- Ry,
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b) A primeira igualdade resulta do fato que, para quaisquer a;€a,
beR ¢ meM.{i=1,...,5), vale

Lo (byfm)=alm onde m=m, - .. meM e

i=1
s
a == Z ﬂg'bi‘ml‘ CERIM (T IUE R PO S (M B
i=1
Se 0 Ry =R, entiio existem.aea e meM tais que a/m=1, logo
a=meanM. Por outro lado, se meanM entio I =m/mea- R,. O

Diremos que o ideal a€.# se perde em R, quando a- R, =R,
A parte b) da proposigdo ({1.1) mostra que, ne caso em que M ¢ U(R)
(ou seja, Ry # R), existemn sempre ideais o de R, distintos de R, que se
perdem em R, portanto, a aplicagio & ndo ¢ injetiva,

A scguir mostraremos que os ideais primos de R, estdo em correspon-
déncia biunivoca com os ideais primos de R que nio se perdem em R,,.
Mais prf;c::'sa.rr'um_te3 _denotando por # (rcspectiyameme 4) o conjunto
de todos os ideais primos de R (respectivamente de R, epor @y 0 conjunto
{pe®|pn M=qg}, provamos:

(11.2) TEOREMA. a) Para rtodo Pe 2 iemos gue DNRecP, ¢
(BAR)-Ry=%
b) Para todo pe Py temoas que p- Ryc9 ¢ p*RynR=p,
¢} As aplicacdes & e p induzem aplicacdes bijetivas, inversas entre si,
entre Fyoe 4. v

Demonstragfio. a) Obviamente P N ReP para qualquer Bed. Por
{1L1) temos que (PAR): Ry =P £ Ry, logo
(R R)n M = ¢; portanto P Re,,. :

b) Seja pePy; entdo p- R, # Ry Para mostrar que p - Ry e 2,
consideramos elementos a,be R e m, ne M tais que (a/m) - th/n)ep - Ry,.
Por (11.1b} existem cep e ke M tais que (afm)- (bfn)= cfc; logo
a-b-k=m-nrcep, e de k¢p decorre que «ep ou hep; portanto
afmep - Ry ou bfiep« Ry. Todo dep Ry m R & da forma c/m, onde
cep ¢ meM, logo m-d=c; de mép decorre que dep. Portanto,
pr Ry R=p ' ' '

¢} ¢ uma conseqiilneia de a) ¢ b). [

i abvio que, para todo ae.#, a aplicagdo idénlica R — Ry, induz um

homomorfismo candnico de Rfa eni Ry /a- R, o qual serd injetivo se e
somente.se a - Ry n R=a. Em particular:
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(11.3) CDROLARIO. Para todo p&ePuy, o homomorfismo candnico
Rfp—+ Rylp - Ry € injetiva. Ele serd bijetivo (e, por-
tanto, um isomorfismo de R}p sobre Ryfp « Ry)quando p for um ideal maximal.

Demonsiragdo. A primeira afirmagie resulta de {11.2 b). Se p € 2, for um
ideal maximal, entdo parz todo meM existem c€p ¢
geR tais que 1=c+a-m; logo 1fm~a=c/mep - Ry. Resulia que,
para todore R, rfm+p - Ry & aimagem de r - a -+ p sob o homemorfismo
indicado. [ ’

Em particular, para todo nmero primo p, o corpo F,=Z/p- Z é
canonicamente isomorfo ao Corpo Zyyfp - £y, sendo £, a Iocaﬁzaqao
de 7 pelo ideal maximal p+ Z de Z. .

Consideremos ainda o caso especial em que M.= R\p, para ﬂlgum
Po € P, ou seja, em gue Ry, € a localizagio de R em relagiio ao ideal primo
po. Neste caso, os ideais de R que ndo se perdem em R, sdo exatamente os
contidos em py, & temos que Py, = {pe P | p S py ). Obtemos como con-
seqiiéncia imediata de {i1.2) o seguinte '

(11.4) COROLARIO. Seja M = R\p,, onde po € 2. Sob as aplicacdes ¢ ¢ p,

as fdeais primos de Ry correspondem binnivocamente
dos ideats primos de R que estdo cmma’os em bg. Em par ticular, por Ry €0
unico ideal maximal de R,,.

A seguir mostraremos que a construcdo do anel de fragies comuta
com a construgdo do fecho inteiro, no sentide do seguinte teorema, que
generaliza a segunda ipualdade de (1.7).

{11.5) TEOREMA. Sejam § e dominio, R um subanel de § ¢ M um sub-
conjuntd multiplicativo de R. Entéio|

Is(R)y = I, {Ry).

Demanstraciio. Todo s R = I4(R) satisfaz uma igualdade s* +a; - s*7' +

A, =0, com d,,...., ape R, ke & logo {s/mY-{a, fm) -
. (s‘/n’t)" 'y ...+ aym*=0 para qu.ﬂqum € M., . Portanto, todo elemento
-de Rj; esth em Sy e € inteiro sobre Ry, loge Riy © Ig, (Ry). Por outro
fado, scjam se€S e me M e suponhamos que s/m seja inteiro sobre Ry,
digamos (s/m)" + (byfo) - (sfm) = 4 .+ befm,=10, ounde by, ..., bpcR,
my, ..., meE€M e { €. Multiplicando esta igualdade por (m - n)’, onde
H=im, .. Hp obtemos que {s- R +c;-{s- 1) + .. ter=0, com
¢1, .. CeeR; logo s-neldR)y= R, e sfm=(s- n}im- neR,. Im|

Obtemos como conseqiiéncia imediata o seguinte: .
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(11.6) COROLARIO. Sejam S, R ¢ M como em (11.5),
a) Se S for inteiro sobre R entio Sy serd inieiro
sobre Ry,.
b} Se R for mregralmente fechado em S entdo R, serd integralmente
Jechado em §y;.

Ha outras propriedades importantes que se preservam na passagem
de R ao apel de fra(;ﬁf:s Ry

(11.7) Se R for i dominio noetheriano entéo tode ane! de frapdes de R
fambém o serd.

Demonstragic. Para todo € #, o ideal W n R e F ¢ finitamente gerado,
digamos WnR=R.aq, + ...+ R-a,; logo A=
=R} Ry=Ry-a,+..+Ry-a é f1n1tamenl'e gerado. [

(11.8) TEOREMA. Sajam R um dominio de Dedekind e M um subconjunto
multiplicative de R; enfido:

a) Ry é um dominio de Dedekind.
Além disto, para tode ideal primo ndo-nulo p de R tal gue p n M = ¢, temos
que
b) os corpos R/p e Ryfp - Ry sio cananicamente nomorfos,
¢) p'+ Ry nR=p* para tado keN.

Demonstragdo. a) Ry & nocth’eriano' & integralmente fechado, por (11.7)
e (1L6b). Seja Pe2, P#(0) Por (11.2), B R & um
ideal primo rdo-nulo ¢, portanto, um ideal maximai de R; logo % & um
ideal maximal de Ry. Concluimos que R, ¢ um dominio de Dedekind.

b) Resulta de (11.3). .

c) Seja aep*- Ry, n R; por (11.1 b) existem bept e meM tais que
a=b/n; Jogo m - a =b. Como p* divide o ideat b« R e p nfo divide m - R,
resulta de (8.8) que p* divide o ideal ¢ - R, Iogo aep* A inclusio inversa
& dhwia, [

As locallzacoes de um dominio de Dedekind sdc até dominios prin-
cipais. Este fato, indicado no seguinte corolério, seri da maior importincia
nos parigrafos 12 e 13

(11.9) COROLARIO. Sejam R um dominio de Dedekind, po thn ideal primo
ndo-jinlo de R ¢ M = R\pg. Entdo, Ry, 6 um dominio
principal, tendo um unico ideal primo ndv-nvlo, a saber, vy« Ry
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Demonstragdo. Por (114} e (11.8), po- Ry 4 o tnice ideal maximal do
dominic de Dedekind Ry, e, portanto, seu Gnico ideal primo
ndo-nule. Por (8.17), Ry ¢ um dominio principal.

QObservemos que o anet R, considerado em (11.9)é um anel de valoriza-
¢io discreta, isto &, satisfaz as condigdes equivalentes indicadas no Exer-
cicio 8.12. '

A nogdo de anel de fragoes é Util para estudar o relacionamento entre
os ideais primos de R ¢ os de S, no caso em que S for inteiro sabre R, Dado
um ideal primo p de R, diremos que um ideat primo P de S estd acima de p-
quando B R = p, Mais geralmente, denotando por _# o conjunto de todos
os ideais de S, interessamo-nos pelos YU e £ tais que ¥R = p.

(11.10y TEOQOREMA. Sejam S um dominio, R um subanel de S tal que $ seja
' intefro sobre R, e v um ideal primo de R,

a) Para todo We f tal que W R < p existe wir ideal primo B de S,
acimea de p, tal que W= P,

b) Os ideais primos B de S que estéio acima de p sdo os elementos ma-
ximais do conjunto Ve Fl®n RS pl.

. Demonstragdio. Seja M = R\p. Motemos que e f, Un R=p implica
que ANM = ¢, logo U S, # Sy

a} A . 5, estd contide num ideal maximal N de §,;. Como Sy, &
inteiro sobre Ry, por (11.6}, resuita de (1.12d) que M~ Ry, & um ideal
maximal de Ry logo coincide com p - Ry, Concluimos que W < A - 5,
NSEfnSeNnS NnR=MnR,)R=p Ry R=yp; portanto,
o ideal primo P=MNn S5 de § tem as propriedades desejadas.

by Beja- B um ideal primo de § que esteja acima de p. Entio,
Bo Spr#Spn V- Ry &P 55 N R, # Ry, e vale a igualdade devido a
maximalidade do ideal p - Ry, Por (2.12d), P - 55 & um ideal maximal de
" Su. Suponhamos que P 2 para algum W e F tal que W~ R< p. Fnido
PSS-Sy # Sy, ¢ vale a igualdade devido & maximalidade- de
P Sy portanto U=W - Sy nS=P+ 5, " F=P. Resulla que P ¢
maximal no conjunte {A e #| U n R < p}. Por ontro lado, sc Wy for um
elemento maximal deste conjunto, entdo, por a), ¥, estari contido em,
¢ pela maximalidade serd mesmo igual a, um ideal primo % de §
acima de p. [ . :

Como conseqiiéncia imediata deste teorema cbtemos;
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(11.11) COROLARIO. Sejam S, R e p como em {11.10),

a} Existe um ideal primo P de s gue estd acima de p.
b) Se Py, B forem ideais primos de 8, acima de p e tais que P, < Py,
entdo 9, = B,.
t) Sejom py e Py ideais primos de R e 3, respectivamente, tais que
Wy, estefa acima de-py e pg € p, E.ndo existe um ideal primo ‘.[! de §
" acima de p, tal que Py < P

As afirmagOes a) e c) deste corolario costumam ser chamadas o teorema
“lying-over” e “going-up”, respectivamente, enguanto b) a‘irma que os
ideais primos de § amma de p sdo lnCDmpdra‘VGiS dois a de s (em relagiio
& inclusio).

Do teorema “Eying-ovar” resulta, em particular, que toc o ideal primo
p € um ideal restrito (isto ¢, p=U n R para algum U e #) ¢, portanto,
p=p-Sn R Além disto, concluimes de {11.10):

(11.12) COROLARIO. Sejart 5, R ¢ p como em (11.10). Entdo p- 5 ¢ o
menor elemento, e os ideais primos B de § acima
de p sdo os eiemenms maximais, do conjunto {We F| AnR= D},

EXERCICIOS

IL1. Sejam S wm anel, R um subanel de S e .# {respectivamente #) o con-
junto dos ideais de R (respectivamente de S). Se}am ped ¢
N,y e 4. Prove:

a) Se (e f|UnR=uy} for ndo-vazio, entdc. terdh um menor
elemento, a saber, a, - S.
b} Se {aeF|a- S=U,} for ndo-vazio, entic ferd um maior ele-
mento, a saber, U, N R,
11.2. Sejam § um dominio, R um subanel de § e p um ideal primo de R
tal que p+ S R = p. Usando ¢ anel de.frages SM, onde M = R\p,_
. prove que existe um ideal primo P de § tal que B R= B

11.3. D& uma demonstragdo de {11.7), usando a condicdo de cadeia as-
cendente {(respectivamenie a condigio maximal),

H4 Sejara R um dominio ¢ py,..., p, ideais primos de R. Prove:
) M= R\ v ... 0 p) €& um subconjunte multiplicativo de R,

b} ©ideal ande R perdeme -4 em Ry, se e somente se a & p; para todo
i=1
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¢) Se pyy o+ Py forem incomparaveis dois a dois (isto ¢, p; & p; para
i# ) entdo RM tera cxatamente r ideais maximais, a saber,
P RM: e Pr ’

d} Se R for um dommm de Dedekind, entdo R,, serd um deminio
principal, Indique um sistema de representantes dos elementos
irredutiveis de R.

115, Sejam R um ane! ¢ M um subconjunto muliiplicéthfo de R.

~ a) Defina o anel de fragdes Ry como quociente do con_]unto Rx M
pela relagdo de equivaléncia

{r,m) ~ (r',m)e[n+(r-m —r - m)=0 para algu n ne M},

munido de uma adigiio e uma multiplicagdo aproj iadas.

b) Prove que por rer/l (reR) define-se um homomorlismo
im it R— Ry, com nicleo {reR|n-r=0 para algum ne M},

c) Prove que, para qualquer homomotfismo ¢ de R em um anel §
tal que (M) < U(8), existe um e um s homomozfismo 3§ : Ry — S
tal que P o Ay = P,

11.6. Procure generalizar, para anéis quaisquer, os fatos provados no §11
para dominios. Neste sentido, generalize também os Exercicios
11.2, 11.3. e 114. a)c).

11.7. Sejap um niimero pritmo e m e Z\{0}. Prove que m - Zy,y M L= -,
onde k= max {je N{p’ divide m}.

§12. Decomposigio de ideais primos

Dados wm dominio de Dedekind R & uma extensdo finita ¢ separivel
[. do corpo K = Q(R), recordamos que S = {,(R} também & um dominio
.de Dedekind (VE_]EL {8.1)). Estudaremos neste paragrafo, para os ideals primos
nio-nulos p de R, a decampostgao de p em L, isto &, a fatoragio do ideal
estendido p« § em ideais primos P de S.

Lembramos que, no fim do §11, foi estudado o reldcxonamento entre
~-um ideal primo p de R ¢ os ideais de S, num contexio mais. geral & saber,
para quaisquer dominios R < S tais que S fosse inteiro sobre R. Dos resuf-
tados 14 obtidos sera utilizado aqui apenas o fato de p ser um ideal restrito,
que & uma conseqiigncia imediata do teorema “lying-over” (1 t.11a). A partir
deste fato daremos uma prova dircta das alirmagdes de (11.12) para domi-
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nios de Dedekind, até numa versie reforgada. Mencionemos ainda que,
de fato, todo ideal de R & restrito, ou seja, a “restricio” p F— & Esobre
jetiva, o que pode ser provado de varias maneiras (veja Exercicios 12.2
e 12.3). . )

Sejam R,'S, K, L.comg definidos acima, n — [L:K7, p um ideal primo

nic-nulo de R, e # o conjunto dos id Mz de §.

(12.1) Seja p-S=PBY - ... B sendo Py, ..., B, ideais primos de § dis:
tintos, e e, > 1,...,e. =1, Entdo: ‘
a) r>=1. _
b) By,.... B, sdo os-ideais primos que estdo acima de p.
O {Ue s UnR=p}= [PV ... B0 < d, <
i=1L...n, d +..+d 21},

Demonstragdo. #) Como p é um ideal restrito fpor (11.11a)), temos que
: | P SN R==p, logo p §#8; porlanto P+ 8 &.divisivel
por algum ideal primo P, isto €, r > 1. .
¢) O conjunto a direita consiste dos ideais 9 ¢ F, W+ 8, que dividem
p- 8. Para todo ¥ deste tipo temos que po PrIAREUNR£R;
logo p =9 n R, devide 4 maximalidade de p. Por outro lado, de A n R=p
decorre que U#S e p-S=(ANR). S U, logo A divide-se p - S.

b) é uma conseqiiéncia imediata de ¢ O

As afirmaces a) e b) desta proposigdo generalizam obviamente a
parte aj do Corolario {9.8)", Para podermos generalizar também a parte b)
deste Corolario, isto & a igualdade fundamenta, considera:r{o's', para todo
ideal A de § tal que A~ R=p, o anel quociente S)U. Ele pode ser consi-
derado como R-médule e também como R/p-espago, uma vez que & unu-
lado por p (veja {9.1)).

(12.2) Para todo ideal A de S tal gue W R=7p, o Rfp-espago S/ tem
dimensdo finita, :

Demonsra*aﬁﬁo. Por (7.11), 5 & um'R-médulo {initamente gerado. As classes
med U de um sistema de geradores deste R-médulo for-

M Note-se que, em (9.8), # desigualdade ¥ 2 1 resulta da pacte b (igualdade fundamental)
ou pode ser obtida dirctamente de Mp* R) # 1 out de (112 b).
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mam um sistema de geradoies do R/p-espago /U que, portanto, tem di-
mensdo finita. [} K ‘
A dimensd@o de um Rjp-espaco V serd denotada por dim ¥

Mencionemos ainda que R/p pode ser identificado com a imdgem
de R sob o homomotfismo canénico de § sobre S/U ¢, portanto, pode
ser considerado como subcorpa do anel S/, Em particular, para cada
ideal primo B de § que estd acima de p, o corpo S/ pode ser considerado
como uma extensio do corpo Rfp, de grau [S/% : R/p]=dim §/%, o qual
& chamado grau de inércia de B ¢ é denotado por f{%| p). O maior nimero
¢ tal que B divida p - § & chamado o indice de ramificagdo de P ¢ ¢ deno-
tado por e(B|p): Comr as notagdes de (12.1) temos obviamente que

aPilpl=e i=1,...,1)

¥
A ipualdade fundamental ) e;-f;=n seri obtida através de duas

: fe
igualdades para dim S/p - S, indicadas no seguinte teorema. A segunda
igualdade serd inicialmente demonstrada sob a hipdtese de § ser um
R-médulo Hvre, hipotese esta que posteriormente seré eliminada, usando-se
o método de localizacglo, isto €, a passagem aos anéis de fragbes Ry e Sy,
onde M = R\p. Note-se que a hipdtese mencionada & sempre satisfeita
no caso em que R =7, devido a (5.6), de modo que, neste caso, ndo ha

necessidade de localizagio.

(12.3) TEOREMA., Sejam R um dominio de Dedekind, §=1,(R), onde L

¢ uma extensdo [inita e separdvel de K = Q(R), p wn
ideal primo ndo-nulo de R ¢ P, ..., B, os ideais primos de § que estdo acima
de p. Entio ' ‘

r

Y el p)- S0 p)=dim Sp - § = [LiK].

i=)

Demonstragdo. a) Sende e; = e(%] p), consideramos a seguinte cadeia de
ideais descendente:
S5, oBF B Pho. P PP - Pr=p - S

Seja U um ideal desta cadeia, menos o dltimo; entdo o ideal seguinte &
W - W, para certo i€ {1, ...,r}. Por (9.2), W+ P; & um 5/P-espago de
dimensdo 1 e, portanto, um R/p-espago de dimensdo f{i|p) Sendo
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SIN e S B R/p-espagos de dimensdo finita, por (12.2), temos que
dim S/%0 - B, — dim S/U = dim WA+ B;= f(P:|p), uma vez que S/U &
isomorfo a (S/U- B/ (U/A - P). Somando estas iguzldades, onde U
percorre todos os ideais da cadeia menos o ltimo, obtemos a primeira
igualdade do teorema.

b) Provaremos a segunda igualdade sob a hipdtese de que o
R-médulo §, o qual tem posto n (veja §5), & livre, isto & possui uma
base B, ..., fy. Denotando por i« o homomorlismo candnice de §
sobre §/p - 8, temos que xfy, ..., kf, formam um sistema de geradores do
R/p-espaco §/p - §; afirmamos que estes elementos sfio linearmente in-

n
dependentes. De fato, sejam a,, .., a, € R tais que 3 wcapr 1ff;=0, entdo
i=1
"
Z a;- fiep - S;logoexistemme N,c,epeb;eR{i=1, .., nj=1..,m

r=1
fais que 3 - fr= ¥ ¢ (Z b ;- ,B,-), Da independéncia linear de
=1 =1 i=1
m

Bis ..., B, concluimos que a; = ) ¢;- b, ep, logo kay=0(=1,...,n).
=1

Resulta que xff,...,xfl, ¢ uma base de Rfp-espage S/p- S, assim
ditn §/p+ S=n.

¢) Para provar a segunda igualdade do teorema no caso gerai, con-
sideramos os anéis de fragdes R, ¢ Sy, onde M= R\p, Obviamente
K=0Q(Ry), L=0Q(S), e temos que Sy, = I,{Ry), por (11.5). Por (11.9),
Ry ¢ um dominio principal, tendo p+ R, como unico ideal primo
ndo-nulo; de (3.4) resulta que o Ry-mddulo 5, é livre. Da proposigio
(124), que sera indicada e provada em seguida, concluimos que
By - Sary ooy By - Spesilo osideais primos de S, que estdo acimadep. Rys e que

el Sur| 2 Rad=e(Bil v} & f(Bi- Salp - Rurd= F (Wl p) (i=1,...,7).

Pelo que foi demonsirado anteriormente, concluimos que

¢

(LK) =dy =} ed®- Syl Ry)- (B Syl p- Ry) =

i=1
= 2, @B p): F(P] p) = dim Sfp - 5,
=1
sendo dyy @ dimensio do (R/p- R,)-espago Sy/p- S, 7

A prova deste teorema serd completa ap6s demonstearmos o seguinte:
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(i2.4) Com as néracﬁes de (12.1) ¢ M = R\p lenios:

a) pe S =Py~ Syl (B S0 sendo Py - Sars o, Bor Sy 05
ideais primos de Sy, drmm‘o.s, acima de p - Ry, '
b) A aplicagio idéntica S — Sy, induz, para i=1, .., r, um- Jsomorﬁsmo
de S{Py sobre Syl B v Spys0b o qual Rfp é aplicado sobre RM[;G Ry,
C) E(iﬂn SMI p- RM)"-“ e{Pilp) e (B SMj-P RM)‘— e P)
C = l )

Demonstragao. a).Como D AM=. =8~ M= &, resulta de (11.2) que
By Sy B SM sio ideais primos de S, distintos, Da

multiplicatividade da extensic de ideais concluimos que p- Sy, =
=(p- ) Sy =0y Sp)" oo (B, Sy O resto resultade {12.1), apli-
cado aos anéis Ry e Sy = [ (Ry)

b) Resuita de (11.3) e do fato de p e Py, ..., B, screm ideais maximais
de R ¢ §, respectivamenie,

¢) E uma conseqiiéncia imediata de a) e by ]

Mencionemos ainda que, pela versdo fraca do Teorema Chinés de Res-
tos 6.7}, existe um isomorfismo candnico de S/p - S=S/(P' - ... - T)
sobre o produto cartesiano Sf‘.[t“‘ . % 8/, o qual induz a aplicagio
diagonal de Rfp sobre R/p x ... x R/p Considerado como R/p-espago,
SR tem a dimensdo et‘l‘;|'p) /(‘I%,| P), 0 que se prova analogamente
i parte a) da demonstragdo de (12.3). Desta mancira, obtém-se novamente
a primeira igualdade do teorema (123)

Observemos ainda que a igualdade fundamental permite varios tipos
de decomposigio de p; convém dar NOMEs 20§ C2508 eX{remos. ‘Diremos
que o ideal primo p de R &

a) toralmenie decomposto em L, quando ¥ = n, ou sefa, e B | p)= f(P|p)=
pars todo ideal primo % de S que estd acima de p.

b) totalmente inerte.em L, quando r=1e e(*}, | p) = 1, ouseja, [ (| p)=
para algum ideal primo P de § que esta acima de p.

¢) totalmente: ramificado emx L, quando r=1 ¢ f(B|p)=1i, ou seja,
e{}] p)= n para algum ideal primo P de § que estd acima de p,

Mo caso n =2, estes trés casos sic obviamente os Unicos.

Pode-se provar que, se p ndo for o Gnico ideal primo de R, entdo
para quaisquer rer,...,&, fi,..., fo=1 éxistird uma extensdo finita
¢ separavel L de K tal que a decomposigio de p em L seja do tipo
Pe oL B ocom SIPdpl=f (=10 (Veja Endler {8], §27).
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EXERCICICS

121,

122,

123,

124,

12.5,

12.6.

Mos exercicios 121 a 12,5, manteremos as ﬁota_gc")es do §12.

'Sgjam By, ..., W, os ideais primos de § que! estio acima de p.
Prove: : ‘

@) Existe feS tal que feB,, f¢P, f¢ Py, FEB.
b) Para todo elemento f deste tipo temos que P, =p- S+4- S

)lr

Seja a um ideal de Reseja 0#cen- §AR, digamos = E a; -ﬁj

com dg,...,.4, €0 & ﬁlﬁ‘- ﬁmes

a) Sob a hipdiese de L. ser uma extensdo normal de K, prove-que
existe um polinémio homogéneo HeR[X,...X,] de gray
n={L:K}, tal que "eHla,,...,a,), e conclua que cea

b) Prove que a- 5~ R=a vale mesmo sem a hipotese de L ser
normal sobre K.

a) Usando {12.1), prove que a- S#Db- S para quaisquer ideais dis-
fintos a, b de R/ ‘

b} Conclua que a- S~ R=n para qualquer ideal a,de R

c} Seja a=p - ... p¥ onde p,, ..., p, sdo ideais primos de R dis-
tintosegy, = 1, ..., g, = 1. A partir das decomposicdes de p,, ..., p,
em L, determine todos os ideais ¥ de § tais que A "R =a.

d) Prove que,para quaisquer ideais %, B de Staisque U N R, BN R
sejam comaximais, temos que U BN R =(Un R)- (B R).

e) Mostre, airavés de um exemplo, que nem sempre U2 N R = ('~ R)%

Sendo M = R\p, prove que a aplicagdo idéntica §— S5 induz um
isomorfismo de S/p - S sobre S/ - 5,,.

Sejan L um corpo entre K ¢ L, 5= I {R), e sejam p, P, B ideais
primos de R, §, 5, respectivamente. Supondo que P esteja acima
de W, prove:

a) M estarit acima de p se e somente se ' estiver acima de p.

b) Meste caso temos que elPp)=e(B|P)- elPlp)e J(B|p) =
=SR] W) (P} p} (muliiplicatividade do indice de ramifi-
cagio ¢ do grau de inércia).

Indique os niimeres primos p tais queo ideat primo-p « Z de Z seja
decomposto {respectivamente inerte; respectivamente 1an11ﬁcado) no
corpo dos nimeros de Gauss (i),
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§13. Um teorema de Kurmmer, Ramificagiio

Sejam povamente R um dominio de Dedekind, £ uma exiensdo fi-
nita e separavel de K = Q(R), de grau n, ¢ § = I;{R). No paragrafo anterior
foi mostrado que todo ideal primo ndo-nule p de R se decompde em L
de acordo com a igualdade fundamental.

Meste paragrafo demonstraremos um teorema, devido a Kummer,
que permite indicar explicitamente tal decomposigdo a partir da fatora-
¢do mod p+ R[X] do polindmic minimal Py, sendo § qualguer ele-
mento em S tal que §= R[#]; obviamente temos entic que L = K(f).
Note-se que a existéncia de tal elemento ¢ uma hipodtese adicional que nem
sempre € satisfeita, mesmo no caso em que R=7Z (veja o final do §5).
Ela certamente sera satisfeita quando R = Z e L for um corpo quadritico
ou ciclotdmico (veja (2.3} e (3.12)). Recordamos que, por {4.10), a igualdade
8 = R[fi] sera valida se e somente se I, f, ..., "' formarem uma base
do R-mddulo 5.

Para todo polindmio F = Z a; X e R[X] denotaremos por F o

i=1

polindmio Z (a4 X e(R/p)X] (sendo 2 fixo).
=1 -

(13.1) TEOREMA, Supenhamcs gque S=R[fi]. Se¢ja P="Py g ¢ sejam
TR pnlincﬁmios mbnicos em R{X] tais que

P =P . .. P sefa a fatoragido de P em poluwrmos frredutiveis distintos

em (R/p)[X] Entio:

a) pe S=M . L onrie".ﬁj PSP - S=1,...,r) 540 o5 ideais
coes primes de S, dm{mtos dcime - de p; lagn a(B;| p) —E'J(]Fl 1)

b} /N, =(R/p) [JJJ sendo ﬁJ tma raiz de Pj; logo f(B;| pY=2P; (;~1 )

Demonstragdo. Provamos inicialmente a existéncia de ifeais primos

Pys.... P, de 5, distintos ¢ acima de p, que satisfazem b).
Para j==I,...,r seja ﬂj uma raiz de P, {num fecho algébrico de R/p): logo
Pieo pohnomlo minimal de fi; sobre R/p. O homomarfismo Ay de R[X]
sobxe R/p)[ﬂ,] definide por #s F(A,) (F e R[X]), induz um homomor—
fismo Z; de R[X/(P) sobre (R/p)[F,], uma vez que 2P = 0. Por outro fado,
o homomorfisme e de RXT] sobre R[f], definido por Fis F(f} (F e R[ X)),
tem como nucleo o ideal pringipal (P} de R[ X, devido a (1.9a); portanto,
xinduz um isomorfismo i de R[ X Jf(P) sobre R{A]. Resuita que ;= Ao k!
¢ um homomerfisino de § = R[/f] sobre (R/p) (5] e ‘obviamente temos
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que pufF(f))= F{ﬂ) para todo 'FeR[X]. Como (R/p)[f,] & um corpo,
o nicleo de g, & um ideal maximal B, de §, e y; induz um isomorfismo
B; de S/, sobre (Rfp)[B)]. De pe ;N R # R & da maximalidade de p
decorre que %, estd acima de p. Como a restrigio de p; a0 subanel R de S
coincide com o homomorfismo candnico de R sobre R/p, concluimos
que i; & um R/p-isomorfismo de 5/, sobr - ‘R/p){ﬁ,] loge S/6;= (R/pLF)]
para uma certa raiz §;¢ S/%; de P; portanto F(B;l pY=f). De udPEN=
=0 pP{B). para i# j, resulta que B, ..., B, sdo distintos dois a dois,

a) Obviamente p+ S+ P{f) S=PB, {i=1,...,7). Para provar a in-
clusdio inversa, seja & € By, digamos « = G(B), com G e R{X]. Como G{fi ) =
= p{G(f})) = 0 ¢ P; & ¢ polindmio minimal de f§; sobre R/p, existe H € R X
tal que G=P,-H, logo G— P;+ H tem seus coeficientes em p, e
a={G—P;« HY(®) + P(B)- H(Byep- S - P{f)-S.

 Afirmamos que P -« Pr S p. S De fato, uma vez que
M +B) (WU +B)=s W+ B. B para quaisquer ideais U, B, B’ de §,
temos que P’ - } Prep-S4y- Sondey= P ... Pif) Como
o polindmio P{' - ... - P — P tem seus coeficientes em p ¢ P(f) =0, temos
que yr—(P?- o Pr—P)(Blep - §; portanto P - .- PrS pe Stou seja,
P Lo B & um multiplo de p- S, Concluimos que Py, ..., B, sdo os
Unicos ideais primos de § que estio acimade pe que o(P | p)<e, (j=1,...,1);

portanto ) e(B;| p)- S (Pyhp)< ¥ ey 8P; =8P =n. Da igualdade fun-

j=1 i=1
damental (12,3} resulta que nestas desigualdades valcm as igualdades, o
que completa a demonstragio de a). O

No seguinte corolario, apElcamos esie feorema aos casos extremos
da decomposicio;

(13 2) COROLARIO. Com a hipotese e as notagdes de (13.1) temos que:

a) p serd totalmente decomposto em L. se e somente se P se fatomr em
(R/P)[X] em fatores lineares distintos X —Aa;+p) (j=1,...,n); neste
caso ¥+ 8§=W, . ... B,, sende P,=p. S+(,B-ﬂa‘,) Ay (]-l i)
ideais primos de S d:strmas '

b} p serd toralmente inerte em L se ¢ somente se P jor irredutivel em
{R/P)[X]); neste caso, p+ S € um ideal primo de S

¢} p serd tolaimente ramificado em L se e somente se P jor uma poténeig
n-ésinta em (Rip)[ X7, isto é, -f‘ ={X — (a+ o) para alguen ¢ € R; neste
caso p- S=" sendo B=p-S+{F—a)-§ um ideal primo de 5.
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" Diremos que o ideal primo ndo-nulo p de R é ramificade em L quando
existir um ideal primo B de § acima de p tal que e(Pjr)>1 on que &
extensdo /Y de R/p soja inseparivel. A segunds. parlc desta condigio
podera ser omitida quando R/p for um corpo perfeito, pois neste caso toda
extensdo algebrica de R/p &.separavel. Isto ocorre, por exemple, no caso
em que R =1, sende L qualquer corpo de nmeros algébricos. Note-se
porém ‘que, em geral, a separabilidade da extensdo L de K ndo implica
a da -extensio S/T de Rjp.

Mostraremos a scguir que, para saber se p ¢ ramificado ou niio em L,
basta considerar ¢ discriminante disc( Pﬂ |k} OW, equwalentemente o ideal
discriminanfe bg | z.

(13 3) COROLARIO. Com a hipdiese e as nam;:oev de (13.1), as seguintes
condigdes sdo equivalentes: '

(1) p € ramificado em L.

(ii) O polinémio Fy e(Rip)[X] ¢ insepardvel.
(iii} disc(Py ) & p.

{iv) p divide Dg;p.

Demonstracio. Seja P P“K {#) = (i1): Por (13 1) P serd ramificado em
L se e somente se, na fatoracio P= P"‘ P“f tivermos
que g;> 1 ou PJ- for inseparivel para algum je{l, ...,7 }, Jsm ocorrera se
e somente se P for inseparivel.
(i)« {iii): Por §0, A), existe De Z[X,,...,X,] tal que disc(P)=
= D(ay, ..., ), onde P=X"+a, X" '+ ...+ 4,, portanto

dise(P) = Dla, + p, ..., a, + py= Dlay,...,a) - ».

Concluimos que disC(P)Ep se e somente se dise(P) =0, o que ocorrera
se € somente s¢ P for inseparavel.

(ili) <> (iv) resulta do fato de by IR ser o ideal principal de R gerado
par discy x(1, f, - ﬁ" H= disc(P) (veja (4.9). [

Como ja foi mencionado anteriormente, a hipf)tese da existénecia de
um elemento f§ tal que §= R{f] nem sempre ¢ satisleita. Mostraremaos
a seguir que esia hipdtese pode ser evitada, utilizando-se o meélode da
localizagdo. Mais precisamente, escolhendo qualquer elemento primitivo
7€ S.da extensdo L} K, relacionaremos a decomposigdo de p em L com &
fatoragdo mod p - REX] do pelindmio minimal Pk, para quase todos os
idegis pr.imos_ nio-nulos p de R; de fato, basta excluir os p tais que
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disc(P, | c}ep ov, equivalentemente, que p seja um divisor do ideal
diSC(FHK) - R..

(13.4) COROLARIO. Seju y& 5 tal que L= K(y), seja p wm ideal primo
riio-nulo de R ral que disc(P, ) ¢ p e seja M = R\p.

Entdo . '

a} 1y, ..., """ formam wma base do Ry-modulo Sy

b) p ndo € ramificado em I.; -

c) o polindmio erxE(RfP)[XI ¢ separduvel.

d) Sejam Py, ..., P, polindmios ménicos em R[ X tais que Pox=P,. ... P,
seja a fatoragio de P em polindmios irredutiveis em (RIP[X]; emio
valem as afirmagdes a) e by de (13.1), com e, = ... =g, =1eyemlugardef.

Demmnstragfio. a) Temos que Sy, = I,(R,,), por (11.5). Por (11.9), R, é um
" dominio principal; logo S, considerado como R,,-mo-
dulo, possui uma base f, ..., f, por (5.4). Existem ga;€ Ry tais que

Pl = Yy Bili=1,..,m); logo dise(Py ¢) = discy (1, y, ..., 9" D=
.3 ,

=det(ay)’ - discy 5By, ..., B, por (4.3) & (4.1), Como disc{P, ) e R\p <
S Ry\p + 1y 6 inveriivel em Ry, detfs, ;) também o &. De (4.9) concluimos
gue Ly, ..., ! éuma base do Ry-médulo S, Portanto podemos aplicar
(13.1) & (13.3) & Ry, Si e y {em Iugar de R, § e f).

b} Usando (13.3), de disc(P, ;) ¢ p - R,, concluimos que p - Ry, nio &
ramificado em L. De (12.4) resulta que.p ndo & ramificado em L.

¢j De (13.3} resulta que P, mod p+ Ry, & um polindmio sepatravel
em (Ruy/p - Ry ){ X1 Como Ryfp- Ry, & canonicamente isomorfo a R/p,
por (L1.8), podemos identilicar (R,/p - Ryi[X] com (RIp) X7, Logo
P,;x & um polindmio separhvel em (R/pEX].

d) Observamos primeiramente que U - 53, S = Wpara qualguer ideal
U de § que contém p - 8. De fato, seja de A - Sy S, digamos 6 = afm
comac WemeM; como p é um ideal maximal de R, existem cepercR
aisquel =c+r-mlogotemosqueS—=c- S4r-m-Se=c - d+r.oaed,
De (13.1a) concluimos que p- 8§, =19, .., - L, onde D;=p- 85,4
TP S (p - S Pyly) - 8) - Sy (=1, ..., 1) sfio o5 ideais primos de
Sa distintos, acimade p - Ry, De(12.4) resvita queiy =, 8, (f=1,...,7)
ep-§=P, ... P, sendo By,..., B, o5 ideais primos de §, distintos,
acima de p, Por (11.2), temos que P=QnS=(p- S+EPLY 8- 5,n8=
=P S+Ply) - SG=1,...,1. Finalmenie, de (13.1b) resulta que S,/0;=
=(Ru/p + Rp) (7)), sendo ¥yuma raiz de P, e de (12.4) concluimos que
SIBy=RIENG =1, ..,0). 3 - ‘
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Obviamente, o conjunto dos ideais primos p de R tais que disc(P, | c} € p
depende da escolha do elemente primitivo y e §.-Para cada escoiha de y
este conjunto é finite, pois consiste de divisores do ideal by p © qual
é ¢ ideal principal de R gerado por disc(P, | x) = discp, k(1 %, ... 7" 1)
fveja {4.10)). Mostraremos que est¢ conjunto contém todos os ideais primos
ndo-nulos de R que sdo ramificados em L. De fato, como conseqiiéncia
de (13.4) obtemos o seguinte Corolario, cuja segunda parte pode ser con-
siderada como generalizacfo parcial de (13.3).

(13.5) COROLARIQ. Existe apenas um niitero finico de ideais primos v
nido-nulos de R .que sdo ramificados em L.
Cada p desie tipo divide bm'] IR qualguer que sejay € S tal gue L — K(3),
e, portanto, divide também o mdximo divisor O g destes ideais.

Note-se que by 5 € 0 ideal de R gerado pele conjunto dos discrimi-
nantes disc(F, .,z =disc, (1,7, ....,¥"" '), onde y percorre 'S; cle & um
miiltiplo de, mas nem sempre ¢ igual a, o ideal discriminante by, como
mostra o exemplo indicado no final do §5. Pode-se mostrar que 0y, =
= Dy g + a° para certo ideal a de R (veja Lang [21], Chapter 11, §3). Men-
cionamos ainda, também sem demonstracdo, que a afirmagio do Corolério
(13.5) pode ser reforgada da seguinte maneira: Os ideais primos n&o-nulos
ramificados em L sio exatamente os que dividem o-ideal discriminante
bs g (Veja Samuel [30], Chapter V, ou Zariski-Samuei.[38], Chapter V¥,
§11, onde o ideal discriminante bg ) » ¢ obtido a paxtir do “diferente” Dy g,
um certo ideal de §.)

Observamos ainda que, no caso em que L & unm corpo de nlmercs
algébricos e R = 7, as consideragdes acima permitem algumas simplifica-
¢des. Tedo ideal primo ndc-nulo p de 7 & gerado por um nimero primo p;
portanto Rfp = F,. Alémdisto,em (13.1}, o ideal primo B, =p - S+ P{f) - §
ocorrendo na fateragio de p - § = p - I, escreve-se como (p, P{) - I, isto
¢, & gerado por dois elementos, a saber p e P(f). Uma simplificagio seme-
lhante pode ser feito em {13.4).

Finabmente, consideramos de'novo o caso de p ser totalmente ramifi-
cado em L, que ja foi tratado em (13.2¢) sob & hipotese de que § = R[f]
para algum feS. £ natural perguntar se esta hipotese pode ser evitada
também neste casc, embora ndo seia possivel aplicar o método usado
em (13.4), uma vez que disc(P, |k} €p para todo elemento primitivo y & 5,
Q sepuinte tcorema, que generalize o “eritérie de Eisenstein”, fornece
uma condigdo suficiente para que p seja totalmente ramificado’ em L.
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{13.6) TEOREMA. Sejam p um ideal primo de Re L= K(y),ondeye S é uma
raiz de um polindmio P=X"+a, - X" '+ ... +a,eR[X]

tal que ay,...,a,6p e a,ép - , B ’
Entdo, P é irredutivel em K[X), n=[L:K], ¢ p- S= 9" onde
PB=p-S+7:5dumideal primode S; logo p é totalmente ramificado em L.

Demonstragdo. Sejam P.um ideal primo de §, acima de p, e e =-¢e(P|p). Por

hipbtese, temos quea, - R=p - b, ondebé umideal de R, ndo
divisivel por p; de (12.1) resulta que &, - §= 9 - B, onde B & um ideal de S,
ndo divisivel por . Obviamente y"= — (g, - "' +.. . +a)ep- S B;
logoye B,eassimy e Befa, -y a4, ¥l S(p- - P= B Como
B ndodivide, - S, temosquey +a; -y 4. 4a,_,y= ~ d P,
logo y" & P+, portanto n<e Sendo P um miltiplo (em K[X] do
polindmioc Py, temos que [L: K] = P, x <8P = n. De (12.3) resulta que,
nag desigualdades [L: K] <n <e, valem as igualdades e que p . S= P~
De P"=p. Scp. S+7y- S P decorre que p-8S49.8=P" para al-
gum me{l,...,n}. Temos que m= 1, pois caso contrario teriamos Gue
reP’; logo v e P2 < B*!, uma contradigio. [

Mostraremos ainda que a condigfio indicada no teorema (136} nio
& somente suficiente mas também necessaria para que p seja totalmen-
te ramificado em L.-Mais precisamente, veremos que a ramificaciio total
de p em L implica que L| X ¢ gerada por uma raiz de um polinémio de
Eisenstein,l Nno caso em que p € o Unico ideal primo néio-nulo de R, No
caso geral, convém usar.o método de locaiizagiio, isto &, de passar dos
antis R, § aos anéis de {ragdes Ry, S, onde M = R\p. Tal passagem
preserva a ramificagiio total, como mostra a seguinte propesiciio, que é
uma conseqiiéncia imediata de (12.4) e (8.17).

(13.7) Sejam p tm ideal primo ndo-nulo de R, totalmente ramificado em I, i
o unico ideal prime de S que estd acima de p, e M = R\p. Entfo:

" a) pr Ry ¢ totalmente ramificado em L, sendo B - Sy o vinico ideal

primo-de Sy que estd acima de p - R,,. ' _ ‘

bRy e§ M séo dominios principais que possuem apenas um idea! primo
ndo-milo, a saber, v+ Ry e P 5y, respectivamente.

O seguinte tecrema pode ser considerado como o reciproco do teorema
(13.6); ele serd usado no §22 no estudo dos grupos de ramificagio,
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{13.8) TEOREMA. Com as notages de (13.7), seja & wm gerador do idedl
P - Sy, e sgja n=[L:K]. Entdo:
a)lL = K(n).
b} 1,m %, ..., formam uma bose do Ry-modulo Sy
C} Prig= X"+ Cpy - X" 14ty onde cg 1.+ Gy  EP RM,

co £(p - R}?.r:'?'-

Demonstracdo. Por (13.7b) e (8.8), todo ideal fracionario ndo-nulo de R;,

(respectivamﬂme de SM)vescrev&se como poténcia (p + Ry
(respectivamente (P - §3,)* = n* . 5,0 para algum k € Z univocamente de-
terminado. Em particular, para qualquer a e K\[0} definimos va pela
igualdade - RM = (p Ry )" além-disto, seja vd = o0, Quaisquer que
sejam i, j e {0, .. 1), itj,eqa beK\{U} temos que 1 - va+-ia - b+ j;
de fato, caso (:onlréno terfamos que | i'—j| = n + | vb — va}, em contradi¢io
com 0 <|i—j|<n Mais geralmente, sejam- aq, ..., d, . € K, nem todos
iguais a zero, e seja m=min{n-va;+i|0 <i<n—1}, digamos
M= 0o+l para um certo. ip € {0, ...,n— 1}; entdo m<n - va;+i
para todo ie{0,...,io— 1, fp+1,. on—1) Come p: §, =R 5=
=q"+ 8§ por (13. Ta) temos que a;- ®' - Sy=a"t S g et 5,

paratodoi € {0, ..., ip — L ig + 1, ...,n — 1} tal que a5 0, e gy - w0+ Sy ==
n—1

=n"+ Sy Bscrevendo u= Z a;- 7', concluimos que cen™- Sy \m" . S,
) i=0

loga o Sy =n"- Sy e, em particular, a# 0. -

Co . n—-1 X
" a) Do fato de (gq, ..., Guc1) # (0, ..., 0) implicar que Y a;- 7' #0,
: ° . . . L q=h . .
concluimas que L, ...,n" ! sdo linearmente independentes sobre K e,
como [L:K}=n, formam uma base de L|K; portanto L= K(r).
n—1

b) Obwamente Z R, - 7' = S,;. Para obter a igualdade, basta pro-
=0

n—1
VAT qUE, SC g, ..., @,y € K sio tais que - E a;+ ® € 8,\[0}, entdo
dg, -3 Gy 1 & Ry Pelo que o1 demonstrado ac:ma o ideal de SM gerado por
Z - gt! & da forma =" SM, sendo m__=_ min{n va; +ij0<i<n-— 1}

. i _
~ Se a8, entio.m.2 0;-logo. va; > ——> —1 & assim pa, 20, a;e Ry,
' . i

para todo i€ {0, ...,n—1}.
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¢) Seja Pog= X"+ ¢,y X1 + ...+ eg, comeg, ..., ¢, € K. Como
n—1 : - .
== 3 ¢, temos que min{r+ve, +i[0<i<n—~ 1} =n; logo
f=o . . ‘
neve;za—i>0 e assim ve; >0, e;€p - Ry, para todo i€{0,...,n—1}.
Como n - ve;+-i>npara 1 <i<np--1, temos que n - peg=n, logo vep=1
e assim co #£(p - Ryy)®. [

Mencionemos ainda que, sob a hipbtese do teorema (13.8) e, mais
geralmente, no caso em que existe apenas um ideal primo P de § que esta
acima de p, o anel de fragdes 8, coincide com a localizagio de § em relagfio
a P, isto &, com o anel de fragdes S, onde N = S\P. De fato, temos gue
M=R\we N=8\B<= S,\P: § = IS, e, portanto, '

Su S Sx S Spdy € Saduisyy = Sur-

EXERCICIOS |

13.1, Seja L= / = 5 (respcctivamente_= @/35). .
: a) Pata pe2,3,57), determine a fatoragio-de p. I, em ideais
primos de I, através da fatorngiio mod p do polindmio minimal

. , 1 5
Prig onde fi= /-5 (respectwamcnw .+2‘/—).

b) Em lugar de §, utilize outros elementos primitivos yel, de L
com a mesma finalidade.

'13.2. Seja L qualquer corpo de nimeros algébricos, Para todo niimero
primo p indique um elemento yel, tal que L=0Q(y) e p divida
disc(P, ). ‘ C

13.3, Seja L = Q{), sendo { uma raiz p.rimitiva p-ésima da unidade, para
algum ndmero primo p # 2. Utilizando o teorema {13.6), prove que
pe I ="' sendo B o ideal primo de.J; gerado por [ — 1.

13.4. Seja L = Q(x), sendo ¢ uma raiz do polindmio X* — ¥ — 1. Usando
o Exercicio 4.5, prove que: ' B J
8) 2+ Iy e 3. I, sdo ideais primos de I.
) By=3. Lt (a—2)- Lo=(e—2)- I, o Po=5 . [ +{e?+2a+3) I,
sdo os ideais primos de I, que estio acima de 5 - Z, e temos que

ABa]5- By=e(Py]5- &)= f(By|5- £)=1, f(PBy]5- D=2
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13.6.

13.7.

13.8.
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¢ P =231, +ia—10)- I e Ppy=23- I +(@~=3)- {y=(=3)- I,
sio os ideais primos de [, que estdo acing de 23 - Z, e temos que
e(B123 - Z)=2, (P3| 23 - Z)=F(P1]23 - Z)=f (P23 - Z)=1.

d) 23+ Z € o Unico ideal primo de Z que ¢ ramificado em [, (Veja
Ribenboim [287, Chapter 13 (2))

Seja L= Qz), sendo o uma raiz do polindmio X*—3.X+9
Usando o Exercicio 4.4, prove que: . '

a) Para todo nimero primo p ¢{3,7, 11}, o ideat primo p - Z ndo
é ramificado em 1, :

b) 2- 1, & um ideal primo de I, e f(2 In)2- #}=13.

c) 170, =%, - P, onde P;, B, sfo ideais primos de I, tais que
FB, | 17- Z)=1, f(B,| 17 - )= 2.(Veja Ribenboim [ 28], Chap-
ter 13 (2)) '

Seja v uma raiz do polindmio X" —ceZ{X] e seja p um nimero

primo tal que p|c mas p? t ¢. Prove que p- Z & totalmente ramifi- .
cado em Qfy).

(Note-se que podem existir outros primos que sdo totalmente ramifi-

cados em L; veja Ribenboim [28], Chapter 13, (5).)

Seja K = Ky(p), onde K, & um corpo imperfeito de caracteristica p e
» transcendente sobre Ky ; seja L= K{n), onde x ¢ uma raiz do poli-
némio P = X* —y - X + c para algum c & K\K}§; e sejam R = Kq[v]
e §==I,(R). Prove que:

a) P & irredutivel em K[X].

b) y - R & totalmente inerte em L (isto &, y - § € um ideal primo de S).
¢) y- R ¢ ramificado em L.

Generalize o Comlano {13.4) para o caso de um elemento "y eSeum -

_ ideal primo ndo-nulo p de R tais que 1,7, ..., "~ * formem uma base

do R,-mddule Sy, onde M = R\p.



CAPITULO ¥

DECOMPOSIGAC EM CORPOS
CICLOTOMICOS E QUADRATICOS

A decomposi¢iio de nmtmeros primes p em L, ou seja, a fatoragéio
de p- I em ideais primos de I, ser4 estudada, neste capitulo, para.dois
tipos de corpos de nimeros algébricos, a saber, para corpos ciclotémi-
cos e corpos guadriticos. O objetivo principal & indicar, para cada L,
um nimero m > I com as seguintes propriedades: Os nimeros primos p
que dividem m sdo exatamente os que sdo ramificados em I, enquanto
que, para tode p que nfo divide m, o tipo de decompesigio de p em L
depende apenas da classe p+m- Ze U(Zim + Z).

Para corpos ciclotémicos, esta “lei de decomposicfic” serd demons-
trada diretamente, no §14. Para corpos quadraticos L= Q. /d), prova-
remos primeiramente, no §15, um resultade devide a Kummer, que re-
laciona o tipe de decomposicia de p em L com a classe d mod p (respec-
tivamente d mod 8), para p impar {respectivamente p=2). Para poder
passar as classes p mod m, onds i serd o discriminante d; (=4 - dou =4,
conforme o caso), precisaremos da lei de reciprocidade quadritica, a ser
demonstrada no §16.

Para simplificar a notagio, escreveremos e() {respectivamente f(5B))
em lugar de ("B | p) (respectivamente f($B{ p)), € nas expressdes “W acima
de p- 7" ¢ “p- Z ramificado {respectivamente decomposto, respectiva-
menie inerte} em L” substituiremos p+ £ por p.

§14. Decomposicdo em corpos ciclot®émicos

Sejam L, = (4{,} o m-ésimo corpo, e ®,=P, o 0 m-ésimo poli-
némico ciclotdmico, sendo {,, uma raiz primitiva m-ésima da unidade, e
seja I, = Iy, 0 anel dos inteiros algébricos de L,,. O objetivo deste pargrafo
& determinar os nlimeros primos p que sio ramificados em L, e determinar,
para cada p ndc-ramificado em L, a sua decomposicio em 1.,,.

- Consideremos primeiramente a decomposigio de 2 em L, €, para
cada nimero primo p impar, & decomposigio de p em L,.
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(14.1) TEOREMA. Sejam p um ntimero primo impar (respectivamnenie p = 2)

¢ m = p (respectivamente m = 4). Enidio, p ¢ totalmente
aam:jzcndo em Ly, a saber, p+ I,,= B} sendo P={1—{,): 1, ¢ tiico
ideal primo _de I, que estd acima de p.

Demonstracdo. Escreveremos L, I, { em lugar de L, I, ().

a) Seja p=2; entdo L= Q(i), ¢ I = 2[i] & Tatorial por (2.5) ¢ ¢ (2.6). Como
I —i & irredutivel em e 2= i (1 — )% por (2.9), temos que 2 + I=9

- sendo P=(1—i)- I o nico ideai primo de [, acima de 2. .

b) Seja p impar; entdo p- 7= ({1 — £} )P"L, por (3.11). Se_]a "13’{1 o S
a fatoragdo de (1 —{) - Fom J; entdo p- [=Pf- @ 0. ke @)

¢ de (9.8) {ou (12.3)}, resulta|qué p— 1 =[L: Q] = Z k- {p—1)- F(B)

logo s=1ek, = 1; portanto A-0-1=PB,éo umco ideal primo de I,
acima de p. ] : :

Uma outra demonsiragio no caso p #.2, usam:lo 0 Teorema (13.6),
é sugerrda 10 Exercicio 13.3.

A soguir, consideraremes o m-ésimo corpo ciclotémico L., para qual-
gquer m>1. Sem perda de generalidade podemos supor qua 240 ou
4]m, pois se m for impar entdo Ly, = L,. .

Denotaremos por x, 0 homomorfismo canénico de Z[X] sobre F [ X].

{(14.2) TEOREMA, Seja m > 1 impar ou divisivel por 4. Para todo nime-
ro primo p, as seguinles condigies sfo equivalentes:

(i) p ¢ ramificade em L.

(i) p divide disc(®,,).

(i) O polindmio kD, el X7 ¢ nweparauel
(iv) p divide m.

Neste caso, temos que e("B) > 1 para todo ideal primo B de I,,, que estd acima
de p

Demonstragdo. (i) = (i) resultz de (13.4).

(i) = (iii); Yeja a prova da cquivaléncia (i) <+ (iii) em {13.3).

iii} = (iv): 8e p tm entio o polindmio (XM — 1) serd separavel,
pois cle e sva derivada, x,(n - X™ 1), sio'primos entre si, Como @, divide
X"—1em Z[X), o palmomm k@, divide x (X"'— 1) em F [:X} ¢, por-
. tanto, & separdvel.
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{ivi=-{i): Sela L'=L, (respectivamente = L,) no caso em que.p é
impar {respectivamente p = 2); entio L' < L,. De (14.1) resuita que
p-I'=9, ondepeoumcoxdealpnmoch —I,_ queesthacimadeper>2,
Para todo ideal primo % dé I,,, acima de p, temos que BT = p, logo
p- 1= B. Concluimos que p+ I,=p" - I,=(p- 1)y < P logo P divi-
de p- iy, ou seja, e(P)zr=2 3 .

Mantendo a hipdtese de que 2.4 m ou 4}m, concluimos deste teo-
rema que 05 MUMEros primos p wdo-ramificades em L, sio exatamenie
os que nio dividem m. (Note que se m for impar entdo 2 nio serd rami-
ficado em L, = L,,) Para estes ndmeros primos p mostraremos a seguir
que o tipo da sua decomposi¢do em I, depende somente da classe.p mod m,

{14.3) TEOREMA, Sefam m>1, p um himero primo que nio divide m,

e Pi,.... B, o5 ideais primos de I, distintos, acima
de p. Entdo temos gue e(P)=1, f(P=f (i=1,...,ne i;‘pﬁ_’n), onde f
é'a ordem de p+m- Z no grupo U(Zlm - &),

Demonstragdo. Escreveremos L, I, [ em lugar-de L, I, {,. De (142)

resulta que e(P)=...=e(P,)=1. Seja Pe{B,;,.... B},
e seja 4 o homomorlisme canénico de [ sobre [/#. Como 1,£, ., "1
sdo as raizes de X™ —1, os elementds AL AL, ..., AL™ ! siio as rdizes de
k(X" — 1); elas silo distintas duas a duas uma vez que x,{X" — 1) ¢ sua
derivada rcy{m - X”~') sfio primos entre st Obviamente, elas formam um
subgrupo, de ordem m, do grupo mullipticativo do corpo Ij9; logo m
divide 99— 1. Sendo I = F(B), temos que WP = p’, por (O. 4); logo
=1 modm, & assim 7 < [

Para provar que f'5 f, basta mostrar que todo &eQ/P & uma das
(no maximo p’) raizes do polindmio X*'— X eF,[X].

Recordemos primeiro que disc(®,,) = discy o1, {, 1., L9~ =k? - df,
sendo k; o indice de {. Por (14.2) temos que p.t dlsc((EIm) lego pflkg e assim
kr ;é ‘EB Por (5.8}, & possui um representante o 10 subanel Z[l;] de ], d]gamus
o= Z a;+ 4, com o, - .,a,eZ. Temos que aP—aep - Z<= P, para todo
C 5
aeZ, e (f+yF—(f*+ep - IR, pdl‘d quaisquer f, yel; de pf=1
mod m decorre C“ ={; portanto temos que

P
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ou sej, & = iz & uma das raizes do polinémio X — X ¢ F #.X]. Con-
cluimos que FB)=..= f(B)=f, e de (11.8) (ou (12.3)) resulta que
o(m) =[L: @]—r f O

A ‘afirmagdo deste teorema, juntamente com uma parte de (14.2),
pode ser reformulada da seguinte maneira:

(14 4) COROLARIO, Os mimeros primos p gue, sob o homomorfismo ca-
nénico de Z sobre Zjm + Z, sdo levados em U(Zjm - 7),

sdo exatamente os que hde sdo ramificados-em L,,.
O tipo de decomposi¢io p em L,, depende apena.s da classe p4-m - Z;

de fato, a ordem f=o(p--m - 7) é iguai a f{%B), para qualquer um dos @lm)
ideais primos P de I, que estiio acima de p. /

Os ideais primos de [, que estdo acima de p podem ser indicados
exphc;tamente através da fatora¢do mod p do m-ésimo polindmio ciclo-
témico (veja Exercicio 3. 6). De fato, se p,lrm entdo p disc @, por (14.2);
portanto obtemos de (13.4) o seguinte::

(14.5) COROLARIO. Supondo que p¥m, sejam Py, ..., P, polindmics md-
nicos em Z[X] tais que ic,dp=1,P, - ... kP,
seja a fatoraglo de i ., em polindmios irredutiveis em F [ X). Entiio temos que
ayp-Ly=%;- .- B, onde B;=(p, PAC)) =1, ..., r) 50 05 idesis
primos de 1., distintoes, acima de p;
b) I,,,/%=iF,,()7J) para aiguma raiz ¥y de w, Py (j=1,...,7).

, DISCUUI'BH’IOS ainda a questiio de saber quais sdo os hpos dc decom-
posigio em L., que realmente ocorrem. Para isto,.observamos primeira- ‘
mente que existird em U(Z/m + £} um elemento de ordem J se e somente
se [ for um divisor de = MMC{G{OLH xe U(Zjm - Z)} (veja Exercicio
©5.2.d)). Note-se que i divide (ri), e que /i = () se e somente se UZim - )
fer ciclico, o que ocorrerk se ¢ somente se m for uma poténcia de um ni-
mero primo impar ou m= 4 (excluindo .novamente o caso em que m=2
mod 4. Veja Ribenboim (28]; Chapter 3). Utilizando, sem demanstragio, ]
0 Teorema de Dirichlet sobre progressdes aritméticas que afirma que em
cada classe a+m - £ € U(Zm - 7) existe uma infinidade de ndmeros pri-
mos {Borevm!:-Shdfarcvzch [6] Chapter 5, Section 3), obtemos as seguinies
afjrmag:ces
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{(14,6) COROLARIOQ. Existird um nimero primb que se decompie em-L,,,

e 200

ideais primos distintos se, e somente se, r

Jor um divisor de . Neste caso, existivd uma infinidade de nimeros primos
deste tipo. . ’

(14.7) COROLARIO. a} Existe uma infinidade de mimeros primos que s@o
totaimente decompostos em L,,.

b) Supondo que 2 ¥m ou 4)m, existird um nimero primo gue é to-
talmente inerte em Ly, se, e somente se, m for uma poréncia de um nimern
primo impar ou im=4; neste caso, existivd uma infinidade de ntimeros pri-
tos deste tipo. ‘ . ' g

Por exemplo, em U(Z/7 - 7), as classes mod 7 dos niimeros prinios
2,3,11,13,29 t&m ordem 3, 6, 3, 2, 1, respectivamente, Portanto, 3 & to-
talmente inerte ¢ 29 é totalmente decomposto em L., enquanto que 2
e 11 se decompem em dois, ¢ 13 se decomp@e em trés ideais primos dis-
tintos. O Unico nimero primo que é ramificado em L, & 7, a saber,
7.1, =8 com B={1 —{,). Em U(Z/28 « Z), as classes mod 28 dos ni-
meros primos 3, 11, 13,29 tém ordem 6, 6, 2, 1, respectivamente; portan-
to 29 & totalmente decomposto em L, enquanto que 3 e 11 se decom-
pdem em dois, ¢ 13 se decompde em seis ideais primos distintos, Nio
existe nenhum nimero primo totalmente inerte em Lag, € 2 e 7 sdo og
linicos ramificades em L,g. '

EXERCICIOS

I14.1. Seja L= Q(i). Prove que P=(1 — i) - I € um ideal primo de I, e
2+ 1, =% usando a igualdade fundamental (em lugar do fato
de I, ser fatorial, o que foi usado na demonstragio de 14.1)).
14.2. D& uma prova simplificada do Teorema (14.3), usando (13.4) ¢ o
_-Exercicio 3.6, '

143, Determine a ordem de cada classe 8 e U(Z/10 . Z) e indique um ni-
mero primo p tal que p+10. Z =4, '

144, a) Prove que MMC{o@){ € U{Z/100 : 7)} =20, ¢ para cada de{l,2,
4,5, 16, 20}, procure mn nimero primo p, tal que o{p,+ 100 - Z)= d..
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b) Seja i'= Z[i]. Prove que 7- I, (1004 i) I ¢ {1079 I' sio
ideais primos de ! que se decompdem emn Ly, em dez, vinte,
¢ dez ideais primos distintos, respectivamente. :

14.5. a) Indigue dois mdmeros primos p,, p, tais que, para todo nimero
primo p, existam mais do que um ideal primo de I, ., acima de p:
b) Quaisquer que sejam os nimeros primos p,, p;, p;, distintos
dois a dois, prove que para tode ndmero primo p existem mais
do que um ideal primo de /,, ,. ., acima de p.

515. Decomposicdo em corpos quadraticos

Seja L= Q(,/d) um corpo quadritico, onde d ¢ um nimerc inicifo
livre de quadrados (isto & d &% na notagio do §2). Estudaremos neste
paidgrafo a decomposigio em L de cada nimero primo p.

~ Recordamos que p sera ramificado em L s¢ ¢ somente se for um divisor
do discrimiﬁan;e d, (veja (133) e que dy=4 - d (respectivamente = d)
quando ¢ =2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4; além disto,
dp, = disc;, |ol1, B) = dis¢(P; o) quando 1 ,Bfoxmarem uma base mlegral de L

(veja §4).
Consideramos, em particular, a base: distinguida 1, é de L, onde

d= de|@—X—dllocasocmqued 2 ou 3 mod 4, 66“1+\/_

P.sl@:Xl_X_d_I

no caso em que d=1 mod 4 (veja (2.3)). Para

todo ndmere primo p, dendtamios por %, o homomorfismo’ canduice de
Z[X] sobre IFP{X]

{(15.1) TEOREMA Se;a P =Pya. Para todo nimere primo p, as seguin-
‘ tes condigdes sdo equivalentes:

{i} p & ramificado em L.
(ii}y O polindmio x,PeF [X] é insepardvel.
(iii) p & um divisor do discriminante ;.
(iv) p satisfaz uma das seguinies condiges:
a) p=2 e d=3 mod4, ou b) p divide d.

““Neste caso temos que p 1= P ¢ f(P)="1,onde P ¢ o tmico ideal primo
“de Iy que estciiacima':de p;além disto,
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1P =(X —w,1) e P= (1,8 — 1) quando p=2¢d=3mod4;
K, P =X%e P =(p, 8) quando pid e d=2 ou 3mod4;

d—1\\* d—1 ‘ _
kP = X —ic, — 1) e P= -”’5"'""“5“ quando pld e-d=1 mod 4.

Demonstragio. A equivaléncia das cénd_icf)cs (i), (i) e (iii) resuita de (13.3}.

A equivaldncia entre (iii} ¢ (iv) resulta de que d =4 .4
(respectivamente = d) no casec em que d=?2 ou 3 (respectivamente = 1)
mod 4.

Se d=3 mod 4, entiio obviamenle X* — 1,d = {X — k1), Se p di-
vidir d e d =2 ou 3 mod 4, entdo X* — i, d = X? No caso em que 4=
mod 4, femos que P=X2 - X — |, sendc keZ tal que d=1+4k Se p
dividir d, entde 4k =—1 mod p e 4> = —k mod p; logo

ryP = X2 A cAk) « X+ e fde®) = (X — i {2))* = ( - K (i%{)) .

O resto resulta de (13.1). O

Conclyimos deste teorema que os nimeros primos ndo-ramificados
em L $d0 0s nimeros primos impares gue nio dividem d, bem como o
niimero 2 no case em que d = I-mod 4. A seguir discutiremos a questio
de saber quais desses nimeros primos sdo decompostos ¢ quais sio iner-
tes em L.

Sejam p um ntimero primo impar ¢ ¢ € Z, nio divisivel por p. Diwmos
que p & um resto quadrdiico mod p se existit um ac 7 tal que ¢ = ¢” mod p,
isto &, se a classe ¢+ p - Z'e I for um quadrado em (F%; caso contrario, ¢
¢ chamade um ndo-resto quadmnco mod p. Recordamos que F} & um
grupo ciclico, de ordem p — 1, e que os quadrados em [F* formam o tnico

subgrupo de ﬂzﬁ de ordem —21—

(15 2) TEOREMA. Seja p= P; e Para todo numew pnmo ps as segum—
tes candrg:aea silo equwalentes

(i) p € decomposto em L.- . - :
(i) O polindmio w,PeF [X] ¢ separdvel ¢ redutivel.
(i) p satisfaz uma das seguintes condigoes:

8) p=2ed=1 mod8§, .ou

b) p € impar ¢ d ¢ resto quadratico mod p.



124 Teoria dos Nimaros Algébricos

Neste caso temos que p-I,=T- P ¢ f(B=f(P)=1, onde P e P
sdo os inicos ideais primos de [, que estio acima de p; além disto,

P =X (X —x,0) e B=(p8) P=1(p6—1) quando p—2, d =1
‘mod 8

kpl? = (X —wa) (K twpa) e BP=(p,6 —a) B={d+a) quando p
Jor impar e d=2 ou 3 mod 4, sendo ae? tal que d=a* mod p;

P =X —wgh (X —w(l —gheP={pd—g) P=pd-1+g)
quando p for impar ¢ d=1 mod 4, sendo g ¢ Z tal que d = (2g + 1Y
mod p,

Demonsiragio. (i)<= (ii) resufta de (13.1).

(ii) = (iii): Existem @, be7 tais que x,P={X —x,a)-{X —x,b) e
a# b mod p. De (15.1) resulta que p ndo divide d ¢ que d =2 ou 3 mod 4
implica p# 2 No ¢aso em que d=2-ou 3 mod 4, temos que a--h=0
mod p e af=—a-b=d modp, logo d & um resto quadratico mod p.
Mo caso em que d=1 mod 4, temos que g+ b=1 mod p ¢

B—a=—a-b=

med p. Para p =2 temos que ¢ =g mod 2,

d—1

logo =0 mod 2, e assim d=1 mod § Se p#2, entdo {2a—1)*=

=4 (¢®—a)+1=d mod p, logo d &€ um resto quadritico mod p.

(iii) = {#): Suponhamos que p=2 ¢ d=1 mod8. Entio 41 =0

mod 2, logo i, P=X- (X — Kzl).. Suponhamoes que ' p seia Impar ¢
d = a* mod p para algum e e Z. No caso em que 4 = 2 ou 3 mod 4, temos
que k,P= (X — ia) - (X + x,a), € x,a # —ic,a pois 2a & 0 mod p..No caso
em que d=1 mod 4, temos que P=X?— X —F, sendo keZ tal que
“d=1+4k Seja geZ tal que 2g=¢+ 1 mod p; entio @ =a* =(2g 1)
mod p, logo dk=g2—1= 4g - lg— 1) mod p e assim —k=g-(l—g)
~anod p e kP =(X = kgl (X — k,{l —g))_ Além disto, temos que
g # il —g), pois 2. g~ 1=a%#0 modp. Em todos os casos, «,P &
separdvel e redutivel em FfX]. O resto resulta de (13.1). O

Do fato de que os numeros primos inertes em L sdo exatamente os
que ndo sdo nem ramificados nem decompostos em L resuita imediata-
mente o seguinte:
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(15.3) CORQLARIO. Sejn P= Py o. Para todo mimero primo p, as se-
guintes condicies sip equivalentes:

Dpé iﬂerrg em L. ‘
(ii} O polindmio w,P ¢ irredutivel em F.lXT
(i) p satisfaz uma das seguintes condigBes:
a) p=2 ¢ d=35 mod 8, ou
b) p é fmpar e d é nio-resto quadrdtico mod. p,

Neste easo, p- It ¢ um ideal primo de I e f(p.1}=2.

Observamos ainda que o fato das condigBes (iv} de (15.1), (i1} de
(15.2} e (ii}) de (15.3) determinarem o tipo de decomposicio de 7 em
L= Q. /4) pode ser provado sem usar o teorema de Kummer (13.1) {veja
Exercicio 15.6. ou Samuel (30], §5.4).

Note-se que ¢ facil verificar, para cada nimero primo p, qual des-
sas condigdes ¢ satisfeita. De fato, para p=2 basta verificar se d— 1 &
divisivel ou niio por 4 ou por 8, e para p # 2 basta verificar se p divide
ou nio um dos nimeres 4 — 4, onde g percotre um sistema de represen-
tantes dos quadrados em F#, Por exemplo, no caso em que d = — 15, 0 nu-
mero 2 é decomposte em [ = ./ —15), pois 8 divide  — I=-16; os
Unicos numeros primes ramificados em L sfio os que dividem — 15, 4
saber, 3 & 5; 0 nfimero 7 ¢ inerte em L, pois 7 nio divide nem g — 1 = — 16,
nem i 2= —17 nem d — 4= —19, sendo 1, 2, 4 um sistema de repre-
sentantes dos quadrados em F%; o nimero 17 ¢ decomposto em L pois
17 divide d —2= ~17 ¢ 2=6* mod 17,

Este método, que permite determinar o tipo de decomposigdo em I,
de cada nitmero primo p, embora sendo facil, se torna trabalhoso quan-
do usado para nimeros primos grandes. Ele pode ser substituido por
um método mais pratico que usa a “lei de reciprocidade quadratica”, de-
vida a Legendre e Gauss, a ser demonstrada no seguinte paragrafo. A
maior importincia desta lei, porém, consiste em permitir provar a “lei
de decomposigio”, que alirma que o tipo de decomposicie de p em
L= @(m depende apenas da classe de p mod m para certo mcf (n
saber, para m=|d, I). Note-se que isto # foi demonstrado em (2.9) no
caso especial em que ¢ = — 1, ¢ que uma lei de decomposicio deste tipe
vale também para corpos ciclotdmicos, como foi provado em §i4.
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EXERCICIOS

15.1.

15.2.

153,

154,

15.5,

15.6.

a) Determine a decomposigio dos nameros primos 2, 3, 5, 7, 1113
em (H./15) e em Qf/—15).

b} Determine a decoinposi¢io de nimero primo 2 em'@(ﬁ) para
todo €2 tal que —6<d <& (veja o frontispicio deste livro).

Seja L= aL/ <. Indique os ideais primos de I, que estdo acima
de 2 ou 3 ¢ compare-os com os indicados no Exercicio 9.7.

Seja k=1 Um m'xmero impar ceZ sera chamado resto quadrdtﬁ
co mod 2¥ quando c=a mod 2* para algum a & Z. Prove, para qual—
quer CEZ impar, gue

a) ¢ € resto quadlattco mod 2.

b} ¢ sera resto quadritico mod4 se ¢ somente se e=1 mod 4,

¢) ¢ serd resto quadratico mod 8 se e somente se ¢ =1 mod §; nes-
‘te caso, ¢ & resto quadritico mod 2* para todo k= 1.

Prove uma afirmagdo semelhante -em relagdo a restos quadraticos

modulo as poténcias de umn ntmero primo impar (veja Ribenboim

128]. Chapter 4).'
Seja L= ﬂf}(\/_) onde de®, 4 impar. Prove que:

a) 2 sera ramificado em L 8¢ © somente se d ndo for resto quadra-
lico mod 4.
b) 2 serd inerte em L se e somente se d for resto quadratico mod 4
mas ndo mod 8.
c).2 serd dccumposto em L se ¢ somente se d for resto quadratico
mod 8,

Sejam L= @(f), com de 2 e d =1 mod4, e p um nimero primo

impar. Prove que:

) Para todo ﬁel,_ existe um f' EZ[\/‘—} tal que fi— {3‘ ep ..

) o 2[ /A =p 1, 0 Z[/d)

Z[\/—}/p ZEJ—] e Cdllomcameme isomorfo a [yfp- iy,

Sejam L= @(J—), com de, e p um nimero primo; suponhamos
que se =1 mod4 entdo p#2. Prove que:

Igp-I.8 lsomo1f0 a F{X(X? — i) (utilize o Exercicios 15.5.

e 1.6) - ‘
b} p sera ramificado em L se ¢ somente se Litp- 1,, possuir um ele-
mento nilpotente v {isto & v 0 mas v* =0 para algim k eN).
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¢) 'p serd inerte (respectivamente decomposto) em L se e somente
se {,fp- I}, for um corpo (respectivamente isomorfo ao produto
cartesianc de dois corpos). .

d) Utilize a), b) € ¢) para provar parte de {15.1), (15.2) e (15.3), sem
usar o teorema de Kummer (13.1).

516. Reciprocidade quadratica

Vimos no §15 que, para qualquer cerpo quadratico L = Q. /)
{onde de 2), o tipo de decomposi¢iio de cada niimero primo p em L de-
pende apenas da classe de o mod p {respectivamente mod 8, no caso em
que p=2). Este resultado ainda ndo & satisfaidrio, uma vez que ndo for-
nece uma descricio 'simples do conjunto dos nimeros primos ique i siic
decompostos {respectivamente inertes} em L. Tal descriic serd dada pela
“lei de decomposigdo™ a ser demonstrada neste paragrafo, 4 qual afirma
que o tipo de decomposi¢do de p depende apenas da classe de p modulo
o valor absoluie do discriminante dg.

A prova desta “lei de decomposicio” é baseada na “lei de recipro-
cidade quadratica™ que, para qualsquer nimeros primos impares p e g,
relaciona a propriedade de p ser resto quadratico mod ¢ com a proprie-
dade de g ser resto quadritico' mod p. Tal relacionamento formula-se
convenientemente por meio do “simbolo de Legendre™. Das varias pro-
vas existentes apresentaremos uma prova elementar da lei de reciproci-
dade quadratica, estendida, por conveniéneia, a0 simbolo de Jacobi, que
¢ wuma generalizagio do simbolo de Legendre e € il na prova da lei de
decomposigio. Uma prova mais clegante da lej de reciprocidade quadra-
tica, usando “somas de Gauss”, serd esbogada no Exercicio 16,14,

Dados um nitmero primo impar p e qualquer ¢eZ; ndo divisivel
por p, define-se o simbolo de Legendre como '

€ _ 1 quande ¢ é resto quadratico mod P
pl 1-1 quando ¢ ¢ ﬁﬁa-rcét(_} quadratico med p.

Ele pode ser calculado através do seguinte “critério de Euler”:

(16.1) Seja -p um mimero primo impar e seja c€Z nio divisivel ‘por p.

Entéio (—c—) =712 mod p.
P .
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Demonstracio. O grupo multiplicative F¥ do corpo F, é ciclico de ordem

p—1, por (3.1% Seja w-p + Z, com we Z, um gerador de F¥;
entdo o (inico subgrupo de ¥ de order 2 & gerado por—14p- Z=wlr =12 ¢
+ p - Z.Existeje{0,1,...,p—2} tai que ¢ =w! mod p. Obviamente ¢ seri

resto quadratico mod p se ¢ somente se j for par; portanto (i): (— 1)
P

Resulta que (L)ij'“"l”z =N mod p. [
P

Aplicando este critério ao numero ¢ = —1, vemos que — 1 serd res-
to quadritico mod p se e somenle se p = | mod 4. Por (15.2), isto ocorrera
se € somente se p for decomposto no corpo dos nimeros de Gauss Qi)
um resultado que ja foi obtido em (2.9). Mais geralmente, este critério
pode ser aplicado a qualquer ¢ € Z ndo divisivel por p, para decidir se ¢
¢ resto quadratico mod p ou niio; mas o cileulo de ¢~ '¥ tormar-sc-a
trabalhoso quando p for grande. Por exemplo, temos que

f

(~715) (—15P% = —3375=(~482)-7— 1= —1 mod7 ¢

(_ZLS) = (— 15) = 2.562.890.625 =
17
= 150758272 - 17+ 1 = 1 mod 17;

portanto —15 & resto (respectivamente ndo-resto) quadratico mod 17
(respectivamente 7), o que, alids, j& foi visto de uma maneira mais di-
reta no finat do §15.

Para definir o simbolo de Jacebi, convém introduzir a segointe no-
¢do. Dado um nimero impar positivo m, diremos que os elementos
S1yeeis Sem—1yz @ Z formam um-semi-sistema-mod m- quando s, ..., Spu-1j29
O, = §(,..., —Spm—1;2 formarem um sistema de representantes de Z/n - 7,
ou seja, quando todo a € Z for cdngruo mod m a exatamente um destes
elementos. '

(16.2} Sefam me N impar, c€ Z tal que MDC(m, ¢) = 1, e suponhamos que

Sty eers Sgno1y2 formem um semi-sistema mod m. Entdo,
a} existem nimeros Sy, ..., Spo1yz 611, — 1) e uma permutacdo w de
m—1 . . . _
i, Ty univocamente determinados, fais que ¢+ 3;= §;;- d,

mod m (j = l,...,m — ]);
: 2
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im=1y2 .
b} o produte  [] 6, independe da escolha do semi-gistema,
S

Demonsiragdo. a) Como ¢ +m -« Z e U(#/m - Z), existem uma aplicagio
-1
 de {I, . "

}Em Simesmoeal, .,.,5(,,,_1),2(:' {1} ‘*"1}

. -1y —1
tas que e 5;=5,; §;mod m (j: 1, ‘%m) Sejam J,kE{l, . T——Q—}
lais que nj=nk; entio c- Sprb =Sy = Gy =5, -‘61
mod m; logo s, - 8, =5+ §, mod m, e assim 85 == 54 Resulta que = & injetiva
€, portanto, uma permigacio.

b) Seja ty, .., f— 1z UM QUITO Semi-gistemma mod m; sem perda de
generalidade podemos supor que [j=s;-1; modm, onde 1;e{l, 1}
. m-—1 .

(J‘: 1:-”:_?). Eﬂtﬂ.(} -C . I‘_,EC . Sj - IjESuj * 5J. TJE t"_," F:j mOdm,

- o m— !

com ep=r1; - §;-1,€{l, =1} li=1, S logo
G —1y2 (m—1312
= [l 8. O

i=1 J=1

O produto indicado no item b) de (16.2) & denotado por (_c__) ¢ cha-
' . m

mado o simbolo de Jacobi; obviamente (L) =1 quando m=1 on ¢=1,
"

A coincidéncia desta notagdo com a do simbolo de Legendre, no caso
em que x1 & tm nimeroe primo mpar, ¢ justificada pelo seguinte:

(16.3) TEOREMA. Para qualguer mimero primo impar p e gualquer ce Z

g g i , (4 ,
que ndo ¢ divisivel por p, os simbolos |-} de Jacgbi
‘¢ de Legendre coincidein. )

Demonstragdo. Formando o produte das congruéncias indicadas ne ftem
a) de (16.2), obtemos que
e PTG (p—1y2
e L = T sy T 8 modp

j=1 Jol j=1



130 Teorla dos NﬁmaroslAlgéhrlcus

Como  sp,..., 5,3y, Do sdo divisiveis por p, concluimos que
c.pwluz
vz = T d; mod p. Por (1613, P~ 12 ¢ congruo mod p ao simbolo
i=1

- [ . n ! .
de Legendre { — |, o qgual, portanto, é ¢dugrue mod p, ¢ mesmo igual,
I . C o
ao simbolo de Jacobi (—)
. P
- Utilizando o semi-sistema natural mod m, a saber, 1, 2, ... —m—;—l--,

obtemos umas interpretagiio mais intuitiva do simbolo de Jacobi. 0bv1a~
mente Zfm - Z="P, o N, o {m- £} (reunifio disjunta), smdo

{I—!—m Z,, Tl+m Z}

(respectivamcnte N, = {— l+m-Z .., — "’_213 + - Z}) o confunio
das “classes positivas” (respectivamente “negativas™ modm. Para cada
ce Z com MDC(m, ¢) = 1, a multiplicagdo por ¢ fornece uma permutagiio
em P, w N, mas, em geral, nfo fornecs permutagdes em P, e N,,; em par-

-- - ‘ d .l n
ticular, o conjunto ¢- P, = {c JAm-Zli=1,.., geralmente

fido esta contido em P,,.

(16.4) Sejumme N imparece ¥ taislque MDClm, c)= 1. Entiio (i)ﬂ(— 1y,
onde v & o mimero de elementos de ¢ - P, N,,. o

Demtonstragdo. Com as notagdes de (16.2) aplicadas a0 semi-sistema natural
mod m, teremos que c¢-j-+m- ZeN, s¢ ¢ somente se

: . —1
dy=—1, qualquer que seja je {1, ...,MT}; portanto (%) = (—1)%,

onde v & o nimero de elementos do conjunto {j | i=1, ..,,m; ! [ 8= — 1}.

Pela aplicagio jisc.j+m - Z, este conjunte estd em correspondéncia
bivnivoca com ¢+ P, N,,. [

. ' . C . . . - . i
Para determinar (_), basta entdo calcular os menores restos abso-
m {

m— 1
iutos de ¢, 2¢, .. ,m

- ¢ mod m. Por exemplo, no caso m=17 e c= — 15
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temos que c=2, 2.c=4, 3.¢c=6, 4-c=8, 5.c= =7, 6.c= 5,
Tec=-—3e8.c=~1modi7;portanto ¢ - Py, N N, consiste de quatro
elementos, logo (:1;) = (=1 =1
O stmbolo de Jacobi tem as seguintes propriedades:

(16.5) Sejum me N impar ¢ ¢,¢' € Z tais gue MDC(m, ¢) = MDC(m, '} =1

Entio,
(e ¢
a c=c¢ modm implica [ — =[],
m m

) (€ AT
H m m})°
Sejam m, néN impares ¢ ce Z rais que MDC(m,c);MDC(r_z,c)mL. Entao,
o (7)) 6 |
m-n m njJ.

Demonstragdo. Utilizaremos as notacdes de (-16.2) em relagdo ao semi-
m-—1 . . ,
mod m, Bto 6, ¢-j=uaqj. b,

-c,

sisterna natural 1, ...,

= y'j - & modm (j: 1,__."";1)

modm e ¢ -j=
%)+ &5 modm, loge m;=n'je

a) De c=¢' modm decorre mj - 8=
AW £
- m )

5j=é}(j= 1, ...,in-%—l} portanto (;‘;
b) Temos que ¢+ ¢’ j=c-nj- §=r{m'j)- b, - &; mod m
N ey

m—1 o
j=1.. u——); logo ( >= By 8=
( "2 . m jljl - -

i=1y2  Ge=1y2 ¢ ¢
- d. == =17,
j];[l J H 4 m w

i1

. ~ 1 . .

c) Seja 1, ..., i 5 O semi-sistema natoral mod a, Ppr (16.2) existem

i ) - | n—1}] .
8o ven -y € {1, =1} & uma permutagio pde {1, 5 J’ tais que

o m-p;fi.zmzl—l_k.ngi_m

e-k=pk g modn (l’ctl,',.'.,n;}).
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2

formam um semi-sistema modm « n, uma vez que eles, juntamente com
08 SeUs negativos e o zero, sio incdagruos mod m - n dois a dois, como s¢

, - oo - -1 :
elementos j-nek+g-n (j=1, ...,m—l;k=1, ...,” ;gzﬂ,.‘,,m—l)

verifica facilmente. Para qualquer je {1, ,Twﬁ—} temos que c.- (j-n= .

1]

;l} e ge{l,...,m—1}"

existe v e Zlatquee - tk+g - n)=(pk+1u- n)- g et =g modm para um certo
g €{0,...,m—1}; portanto, ¢- (k+g - n)=(pk+g - n} - g modm - n. Re-
sulta que

( ¢ ) (m i"}”z (n —I_}I 2 i ﬁ HZ (] ﬁ 12 e ¢
- 5, o = 5, =) (<) O
. LY k .
m-n =1 k=1 o=l k=1 m n

Mote-se que o semi-sistema mod m - 1 construido nesta demonstragic. -
ndo & o natural, o que justifica o uso de {16.2 b), em lugar da férmula mais
intuitiva (16.4), para a definigio do simbolo de Jacobi.

=mj+ n+ §; mod m - . Para quaisquer ke{l, ey

A propricdade mais importanie do simbolo de Jacobi & a seguinte -
“le; de reciprocidade quadratica”.

(16.6) TEOREMA. Sejam m, ne N impares tais que MDC{rm, n)= 1. Entdo

(”“n;')'_(?):(“” B
| m—1

Demonstragde. Consideremos o ccm.junt@ A " G k)= 1, ...,———2—~-;

: kzl,...,ig—l} ¢ o0s subconjuntos #,, H;, H#;, H, dos

pares (f,kJ;e.e% tais que n-j—m-k < —-%,-"%T-<n~j—m<k<0,
D<n-j—m-k <vg-e %gn-j—m-k, res{:ccﬁvaimente. Como

{reuriifo disjunta).

’ |
A aplicagiio de % em &, definida por (k) (ﬂg'—_l——j, " —;i - k,),



Decomposicéo em Corpos ClelotGmicos w Quadiéticos 133

induz obviamente wma bije¢iio de #, sobre %, portanto, %, & &, ttm
0 mesmo nimero de elementos, digamos, g.

Alfrinamos que a aplicagio de & em Zjm » Z, definida por(yk)—n - j+
+m - Z, induz uma bijecio de &, sobre n- P, N N,,. De fato, para qual-
quer (j,k)e 2, existe j’e{l,...,%lm} tal que n-j= —7 modm: logo
nij+m-Zen-P, NN, Peor outro lado, toda classe pertencente 4

{ -
n-PynN,edaforman«j+m.Z=—f+m. Zocomjje- I,...,T—z—l}
f
LY

univocamente determinados, logo existe k & Z tal que — -r;_l <u-j—m-k<0

m n+t
e FH 8
2 2

L, -1 : .
, 15to & ke{l, e %—}, e assim (j, k)& @, ; portanto, a aplica-

Obviamente £ >0 e m-k{n-jd—%f:n--—'g—-t- ; logo

k<

n-1
2

¢o indicada € sobrejetiva. Ela é também injetiva, pois de (ki bt k) e &,
en-jitm-Z=n-j,+m.2Z decorre que j,=j, e k, = k,.

Como #,= {({', Kled&| — LZJ <m-k—n.j< 0}, mostra-se analopa-

mente que a aplicagio de R em Z/n - Z, definida por (k) rm -k n- Z,
induz uma bijegdo de #; sobre m- P, N N,

Usando (16.4), concluimos que (%) (ﬂ) = («~1J*0 onde g,
n

(tespectivamente ;) & o niimero de elementos de &, (respectivamente 97,).
m—1 n—1

A igualdade afirmada resulta entdo de 5

=g+ +29=9;14g,
mod 2. []

A lei de reciprocidade quadritica pode ser formuladz também de

outras maneiras. Multiplicando a igualdade indicada em (16.6) por (ﬂ)’
obtemos a igualdade "

()= ()

e, analisando os expoentes, obtemos o seguinte:
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{(16.7) COROLARIO. Sejam m,nc N fmpares tais que MDC{n, n)= 1
Entao,

(ﬂ) - (%) se e Somente se m=1 mod4 ou n=1 mod4;
n -

m n '
(—) = - (——) se e somente se m=n=73 mod4,
H \nt .

Pafa nfmeros arbitrarios ceZ tais que MDC(m,c)=1, 0 simbolo de Ja-
cobi (—('—) pode ser reduzido, por (16.5b), aos simbolos (-:1), / -z) e (—nv),
m m) m m

onde n & positivo e impar, Para os dois primeiros valem as se uintes “for-
mulas complementares™: '

(16.8) TEOREMA. Para quai«juer attimero me N lmpar  temies  gue

*AI " —
%) (_m_) —_ (ﬁ_l)( 1z
m :

Demonsiragdo. a) Resulta de (164), uma vez que —1-Pn=N, lom

a1
elementos.

b) No caso em que m=1 mod 4, teremos que 2-j+m- LeP,/see
—1 .
somente se j& {1, fe %—} : portanto, cada um dos conjuntos2 - F,n P,

. il ' .
e 2. P, NN, tem clemenios. Mo caso em que m =3 mod 4, tere-

mos que 2-f+m-ZelP, s¢ ¢ somente se je{l,,,.,w—r}; por-

M3 om1

tanto 2. P, P, temy elementos, e assim 2+ P, ¥, tem kl!_

m—1  mil

- . ' ' . 2 . =i
elementos. Concluimos de (16.4) que (~) =(—1m () + 7
m N

ntd o o m—1

2 K
no caso em que m=1 mod4, e (—n—) = (- )R = () 2
. - A

2 _ N
ne caso em que m=3 mod 4; portanto, (_) e (— 1)0--“ DB o ambos 03
casos, [ ' i :
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Mais tarde utilizaremos a seguinte versio da lei de reciprocidade,
estendida a nimeros ¢ negativos.

(163) COROLARIQJ.rSejam meN e ceZ nimeros impares tais que
MDCin, c)= 1. Enrdo ‘

)= ()
m <]

Demonsiragiio. Podemo-nos restringir ao caso em que ¢ <0, digamos
¢=—n, com nel; entdo temos que

e ) ),

por {16.5b), (16.8a) ¢ (16.6): De I+£;—1= Igc Ec;zl~ maod 2 resulta a
igualdade afirmada. [J , o )

Usando as [érmulas indicadas em (16.5), (16.6), {16.8) e (16.9), & facil

calcular o simbolo de Jacobi (7%) para quaisquer meN impar ¢ ce Z

tais que MDC(m, ¢) = 1. Por exemplo, usando (16.5} € (16.8 a), obtemos que
1309Y _ [1306\T (1309 /=4y /a2 -1 :(-1)5—1'
325/ 5 B/ \3) \13 13 o

Usando (168 b) e (16.9), obtemos que : ,
=) 2) (23 gy (Y2 (Y,
(19)_(19) (19)”( EEEAE) = g)

A seguir, voltaremos a0 estudo dos restos quadriticos moduio um
mimero primo impar p, usando os resultados obtidos para o simbolo de

Jacobi (i> e 0 fato de este coincidir com o simbolo de Legendre,
: P

Substituindo m por p em (16.4), obtemos o “critério de Gauss” que
permite decidir, a partir da paridade do nitmero de elementos de ¢ - P,n N,
se ¢ & resto quadritico mod p ou nio. Fazendo a mesma substifuigio no
Corolario (16.7), obtemos a lei de reciprocidade quadratica na versic
dada por Gauss; : v -
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(16.10) COROLAR.IO. Sejam p, g ndmeros primos impares distintos.

a) No casc em gue p=) mod4 oy ¢g=1 mod 4, p serd resto quadranco
mod ¢ se e somente s¢ g Jor resto guadrdtico mod p.

b) No caso em que p=g= 3 mod 4, p serd restd guadrdiico modq se e
somente se g ndo for resto gquadrdtico mod p.

Finaimente, das “formulas complementares” (16.8) resulta:

{16.11) COROLARIO. Seja p wm ntimero primo impar. Entdo,

a) —1 serd resto quadrdtico mod p se ¢ somente se p=1 mod 4.
b) 2 serd resto quadrdtico mod p se e somente se p=1 o —1 mod8.

Mostraremos a seguir que, para nimeros primos impares g em lugar
de 2, vale uma afitmagio andloga & de (16.11 b). Para prova-la, utilizaremos
o seguinte fato; :

{16.12) Sejam q wm mimero primo Impar' ¢ ¢ € Z um resto quadrdtico mod g -
tal que ¢ =1 mod4. Entdo, existe um nbmere Imipar ae{l 3 .. a2
tal gue ¢ =a” mod 4q.

Demonstragdo. Temos que e =4* mod g para algumae{1,2,...,4— 2,91},

logo também ¢ =(¢g—a)* mod q. Como g € g—a tém pari-
dades diferentes ¢ g—ae{i,2,...,¢—2, g1}, podemos supor que a seja
impar; portanto a>=1 mod 4. Como ¢ =1 mod 4, concluimos que ¢—a?
¢ divisivel por 4g. O

Os nimeros primos impares g que sdo restos quadraticos mod p
podem ser caracterizados-da 'seguinte maneira.

{#6.13) TEOREMA. Se¢jam p, g mﬂméro._s printos impares distintos. As se-
guintes condigdes sfo equivalentes:
(i) g é resio quadrdric’b mod p.
(ii) Existe tm niimero impar ae{l,3,...,g— 2} tal que p=a
mod 4.

2ou = ot

=1
Demanstragio. (i)=-(ii): Seja c=(-—1) 2 - p; entdo, temos que c=1
mod 4, e de (16.9) resulia que (i) = (i) Portanto, {i}
. \q p

implica que ¢ € resto quadritico mod g. Por (16.12}existea e {1,3, ..., g—2}
tal que ¢ =a* mod4g; portanto p=a® cu = —a® mod 4q.
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(i) =-(i}: No caso em que p = a? mod 4¢ para alpumae{1,3,...,4-2}

femos que p=a’ modq e p=a’2=1 mod4: portanto, (—_ =1ce
P q

(—E) = (;) por (16.10). No caso em que pP= —a? mod 4g para alpum

ae{l,3,..,g—2} temos que —p=a® modg ¢ —p=g? =1 mod 4;
logo (—_qg) =1e (:tIE) = (%), por (_16.9). Em ambos os casos, g € resto
quadritico mod p. {7 . ‘

Provaremos ainda a seguinte afirmagio sobre o simbolo de Jacohi,
a qual serd utilizada, com /% =3, na demonstracio do teorema {16.15).

(16.14) Seja me™ um mibmero fmpur que nio’ & um quadrado e seja k & N,

Entdo existe ce Z ial que ¢ =1 mod 2% MDC(m, o=1e (—-C—'-): =1,
"

Demonstracéo. Seia m=p? - ... : pl* a fatoragio de m em nlimeros primos

P1s .o Py DECESSATIAMENtE Impares; como m ndo & um

quadrado, podemos supor que r; ¢ impar. Os nimeros | + . 2¥

((=0,..,p, ~1) sdo incongruos mod Py, dois a dois, uma vez que

2+p - Z€F}, &, portanto, formam um sistema de representanies e

pi—1
2

F,. Entre estes numeros, existem =1 que representam nio-qua-

drados em Fj; portanto existe be{l+j-2%]j=0,..,p, -1} tal que

(ﬂ) = —L Por (6.5), existe ce Z tal que c= b mod 2%+ p, ¢ =1 mod i
P

(i=2,..s); logo c=b=1 mod 2 MDC(p,, )= MDClp,, b)=1 ¢
MDClp, c)=1(i=2,...,5), ¢ assim MDC(m, c}=1. De (16.5a) resuita que

(-0

cA_ 7 feN
(E)ug (,»_,,,) = =1, por (165, O

Como Jii foi amunciado, a lei de reciprocidade quadritica permite
provar a lei de decomposi¢do, que afirma que o tipo de decomposicio
em L= @(\/Ei_) de cada nimero primo p que nio dividir o discriminante

‘]0 go
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d,, dependera somente da olasse de p mod|d.|. Na verdade, demons-
traremos uma afirmagio mais forte, a saber, a existéncia de um homo-
morfismo ¥, do grupo U(Z/d, - Z) sobre o grupo muitiplicativo {1, —1}
com a seguinte propriedade: Um nlmero primo qualquer p serd decom-
posio (respectivamente inertc) em L se e somente s¢ xL (pid,-Z)=1
(respectivamente — 1),

Tal homomorfismo ¥, serd obtido a -partir da a‘plica-;:ﬁo x. de
S.={ceZ| MDC(d,¢c)=1} em {I, —1)}, definida da seguinte maneira:

(F(;T) no caso em que d =1 mod4

xic =ﬁ (—1)e bz, (Tf%lm) no caso em que d=3 modd

c2—1 c—1 Pl | c
(-1) ® 2 z ( ) N0 Caso em que
|4

d=2 mod4, sendo d=2-d, d impar.

Note-se que, nos casos d =3 ou 2 mod 4, 8§, consiste apenas de nimeros
fmpares, uma vez que 2 divide d. =4 - d.

(16.15) TEOREMA, Sejo L= Q{./d), com de 2.

a) Se b,ce 8, tais que b=c¢ mod}d;| entde b=y

b) xo ¢é um homomorfismo mulriplicative de S, sobre {1, —1}.

c) Um nimero primo qualquer peS; serd decomposto (respectivamente
_inerte) em L se e somenie se 1p= 1 {respectivamente -- 1),

Demonsnapao a) No caso em quad  Imod 4 ar:ongruencmb = cmod|d,

b=l e—
implica que b=¢ mod |4| ¢ b=c mod 4; logo - _.,”—zmi

“mod 2. No ceso em que d=2'mod 4, 4 :%, a congruénecia b='¢ ‘mod 14y .

-1
¢ mod2Ze

implica que b=¢ mod |d'| ¢ b=c mod 8; portanto %5

P—1_ -1
P T
- -gio-de ..

mod 2. A afirmagdo resulta entdo de (16.5a) ¢ da-defini- -
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b) -De {16.5b) e do fato que b- ::2_ 1.=_ ‘b;1+ ¢ ;1 moed 2 ¢
RPN 2.1 . a2 i : .
G- =1 _b-1 + 5 ! med 2, -para quaisquer b, ce Z impares, re-

8 T8 - 8 i
sulta que g, ¢ um homomorfismo. Ele é sobrejetivo, pois ;:xor,_(lé.lrl) existe

N d
E‘;'| ) —~1,ende 4" =d (respt:ctwamente?)

no caso €m que d=1 ou 3 (respectwameﬂtc = 2) mod 4; portanlo,

ce§, tal que c=1mod 8 e(

frc = (Ed”| ) = 1, pela deflinigic de y,.

¢) Supenhamos que EESL, entdo d,, & impar, log;o d=.1 mod4, logo
XLZ (_I-j—l—)z (—1}‘“2“”“’, por (16.8). Concluimos que y;2 =1 (respec—
tivamente = —1) se ¢ somente se d=1 (respectivamente.= 5} mod g.
Seja pe 8y um numero primo impar. No caso em que d=1 ou 3 mod 4

d p A fop :
femos que ? =(—1) -t | por (169), ¢ no casc em que

_ 14|
d=2 mod4 temos que

. Pt Ap—rl it1
(fi_)g(i),(d_):(_” (1) % . (~1) % . (__l’__),
P r) \»p 7 |4}
por (16.5b),f (16.8b) e (16.9}; portanto, temos que (i>= ¥ p em ambos
P

os cnsos. A afirmaglo ¢ resulta entdo de (15.2) e {15.3). []

Como consegiincia imediata obtemos.o seguinte:

(16.16) COROLARIO O homomorfisme y, induz um homomorfismo ¥, do
grupo U(Z[dy - Z) sobre o grupo multiplicativo
{1, ~1} com a Seguinte prOprledade'

Urt niimere primo qualquer p que ndo dividir dy, serd decomposto (res-
pectivamente inerie) em L se e somente se Filp+dy - Z)=1 (respectiva-
mente —1). .

Obviamente, o nicleo de ¥, ¢ um subgrupo V4, de U(Z[d, - 7) de
indice 2 ¢, porgantn; _{61}'1 ordem —21— - dc]) e ¥ & o inico hemomor-

fismo de U(Z£/d;, - Z) sobre {1, —1}-com ntcleo ¥ Por isto, a afirmacio
principal de (16.16) pode ser reformulada em termes de V:
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(16.17) COROLARIO. Um: ntimero primo qualguer p gue ndo dividir d,
serd decomposto (vespectivamente inerte) em 1. se e
somente se p+d, - £ €l (respectivamente ¢ U(Z/d,, - Z\V,).

Note-s¢ que, em geral, }; ndo & o Unico subgrupo de U(Z/d, - Z)
de indice 2. . '

O homomorfismo y, & chamado o cardter guadrdtico de L. e & usual-
mente estendido’a um homomorfismo do semigrupo multiplicativo z
sobre o semigrupo multiplicative {1, ~1,0}, definindo-se xre=10 para
quaiquer c e Z\S,. Analogamente, estendé-se 3, 2 um homomorfismo do
semigrupo multiplicativo Zjd, » Z sobre o semigrupo {1, —-1,‘0}. Obtemos
assim o seguinte

(16.18) COROLARIO. Para qualquer wikmero primo p teremos gue

1 se & somente se p for decomposto em L;
Xp= =1 se e somente se p for inerte em L;
0 se ¢ somente se p for ramificade em I.

Obviamente, neste corolario, y,p pode se substituido por xup+d;, - Z),

Observamos ainda que, devido ao teorema de Dirichlet sobre pro-
gressdes aritméticas, toda classe @ € U(Z/d, + Z) contém uma infinidade de
niimergs primos, Portantp, existe uma infinidade de nimeros primos de-
comipostos ¢ uma infinidade de niimeros primos inertes em I...

Finalinente, gostariamos de chamar a atengdo para a semelhanca
existente entre a lei de decomposigdo para corpos quadriticos e para
corpos ciclotémicos. Para isto, observamos primeirc que a afirmacio de
(16.15¢) pode ser reformulada da seguinte maneira;

“Para qualquer ntimero primo peS,, a ordem de ¥, p(no grupo {(1, - £}}
¢ igual ao grau de inércia f('B), para todo ideal primo B de [ , que esta
. acima de p.” '

No caso do m-&simo corpo ciclotémico 1. = L,, (onde m> 1 ¢ impar
- ou divisivel por 4); o homomorfismo candnico de 7 sohre” Zim v Z induz
um homomorfismo multiplicative , do semigrupo

8, = {ceZ| MPCm,c) = 1}

sobre U(Z/m . £) o qual, p.or' (14.4), possui uma propriedade analoga.
Observando-se que m c-disc(,,) t&m os mesmos divisores- primos (veja
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{14.2)), 2 analogia torna-se ainda mais completa quando se usa os fatos
{mencionados, mas nio demonstrados, nos §3-4) que dp = disc(gh,,) € m| d,
pois destes fatos resulta que §, = {ceZ| MDCld, c)=1} ¢ que y,p
depende apenas da classe de p mod EANE

Observemos ainda que no caso em que L é um corpo guadratico
{respectivamente o m-ésimo corpo ciclotdmico), o grupo {1, —1} (respec-
tivamente U(Z/m + £)) & canonicamente isomorfo .a, e portanto pode scr
idcﬁfificadc_: com, o grupo de Galois Aui(L| Q). Assim o homomorfismo.
acima indicado x; (respectivamente Y1) pode ser considerado como caso
especial do homomorfismo da “lei de reciprocidade generalizada”, a qual
vale para qualquer extensdo abeliana finita L de quaiquer corpo de ni-
meros algébricos K. Trata-se de um homomorfismokﬂ,_”( do grupo | x
de ideais fracienérios de Iy, perado pelos idenis primos que ndo dividem
o ideal discriminante 0y, 11,0 SObTE 0 grupo abeliano Aut(L| K), que tem a se-
guinte propriedade: Para qualquer ideal primo pe &, 1k (necessariamente
ndo-ramificado em L), a ordem de 4, ixP ¢ igual ao grav de inércia f (B p),
para todo ideal primo P de I, acima de p {veja Artin [2] ou Voloch [36]).

EXERCICIOS |

16.1. Sejam neN, g, sy UM sistema de representantes de Zin - 2,
beZtal que MDC(n, b)=1e ¢ € Z. Prove quec+b-a;(j=1,..,n
¢ um sistema de representantes de Fin- 2,

16.2. a) Seja m > 3 tal que U(Z/m - Z) seja ciclico. Prove aue L(Z/m - 2)
possui Egﬂ quadrados e {pgn)
b} Determine os quadrados nos grupos UlZ/2*« Z), para k=2, ¢

no ‘grupo U(Z/12 . #), . .

16.3. Utilize os seguintes métodos para decidir se — 186 ¢ wm resto qua-
dratico mod p = 29: o ‘
a) Indique um sistema de representantes dos quadrados em Fe
verilique se — 186 & congruo mod p a um desses representantes.
b) Aplique o critério de Euler. :
¢} Aplique o critério de Gauss.

d) Caleule (1'3{98-6) usando (16.5), (16.6) ¢ (16.)

nﬁo-quadra&m.
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16.4.

16.5.

16.6.

16.7.

16.8.

16.9.

16.10.

1611,

16.12.
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Mostre que 1979 & inerte em @(1/]98) e decomposto em

Q. /— 1987).

Sejam p, ¢ nﬁmeros'primos distintos, p+#2, ¢ L= Q,/q). Pro‘ve:

a) No caso em que ¢=2, p serd decomposto em L se ¢ somente
se p=1 on =—1 mod 8.

b) No caso em que g = | (respectivamente 3) mod 4, p serd decom-
posto em L se e somente se p=a® mod g (respectivamente = g
ou —a* mod4 - g) para algum ae{1,3; ..., —2}.

Seja L=0{./—¢) onde g & um numero primo. Caracterize ds
numeros primos p que sdo decompostos em L através <as suvas
classes mod 4 ou mod4 - g.

Indique nimeros primos p; = 21 mod i1 {(f=0,1,...,9) e prove que

P1s P Pss 19, fig (TeSpectivamente py, pa, pq,pﬁ,pg) sfo ingrtes (res-
pectivamente decompostos) em O/ —11).

Seja m um ndmero natural Jmpar que ndo é um quadrado. Prove
que existemn numeros primos impares p, p' que nio dividem m e

. m —ni
tais que (~)=( . )m — L
? p

(Sugestdo: Use (16.14), (16.9) e (16.5c)).

Seja m e Z\|0). Prove que m serd um quadrado em £ se ¢ somente
se for um resto quadritico mod p para todo nimero primo p que
ndo dividir m. (Veja LeVeque [247, Chapter 5; ou Ribenboim [28],
Chapter 4; ou Viswanathan [35], Cap. VI

Para cada um dos seguintes corpos quadraticos L= Q. /d), onde .
de{—17 —6, =5 -3, —2,—1,2,3,5,6,7},
a) determine o subgrupo ¥, de U(Z/d, - Z);
b) indique um sistema de representantes de U{Z/d, - Z) que con-
sista de niimeros primos. Quais destes nlimeros primos sio de-
. compostos {respectivamente inertes) em LY

Seja p um nimero printo ¢ ¢ & 7 tal que p ndo divide ¢ Prove que se

existiremn m, ne N tais que p=m* + 4 - n* entdo —c serd um resio

quadratico mod p.

Indique aimeros m,nefl, m impar ¢ MDCinm)=1, tais que
n

(.__)_ lentad modm pafa qualquer ae M.
411
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16.13. Prove a lei de reciprocidade quadratica e as férmulas corﬁp]eman—
tares para o simbolo de Jacobi, a partir da sua validade para o sim-
bolo de Legeéndre.

16.14. Sejam p ¢ g nlimeros primos impares' distintas, T (respectivamente T)
a unidade do corpo F, {respectivamente F,) e £ uma raiz primitiva
p-esima da wnidade numa extensdio de F,. Para qualquer ce F,
denotamos por ¢e Z um representante de ¢. Prove que

4) para qualquer e F}, a “soma de Gauss” «(S)= 5 (i) S

NefFd
independe da escolha dos representantes ¢ e x:

b) para qualquer ZeF¥ temos que () = (_c_) - ()
- P

) )2 = (12, p. T &¢I 1 == (%) T

d} Usando o critério de Edler (16.1), conclua que

B )
P : g

(Veja Samuel [30], §5.5, ou Ribenboim [28], Chapter 4.)



CAPITULO VI

0 METODO GEOMETRICC

O métodd geométrico & utilizado, na teoria dos nlimeros algeébricos, -
principalmente para duas finalidades, a saber: )

1} para o estude do nimero de classes hy,
2) para o estudo do grupo dos invertiveis U(l.},

sendo L um corpo de nimeros algébricos,

Quando se tratar de provar apenas a finitude de A, 0 metodo geo-
métrico sera dispensavel, uma vez que, em lugar'da “cota de Minkowski”
obtida geometricamente, pode ser usada:uma outra cota, calculada fa-
cilmente através do “principio de gavetas”, como foi exposto no §10. A
cola de Minkowski, entretanto, & importante para se’ obter uma boa es-
tirnativa para o discriminante di e, em certos casos, & Gtil para se calcular
by (veja §10)

Neste capitulo, introduzimos o método geométrico a ser usado na
demonstracio do teorema de invertiveis de Dirichlet {*unit theorem™),
que afirma que o grupo dos invertiveis U{(f;} ¢ [initamente gerado de
posto s+ ¢ — 1, onde s (respectivamente t) ¢ o namero das imersdes reais
(respectivamente dos pares conjugados de imersées complexas) de L.

Primeiramente introduziternos no §17 as nogdes basicas da “geo-
metria dos nimeros”, a saber, as nog¢des de “rede” e “rede completa”
no R", ¢ demonstraremos o teorema de Minkowski. ‘

No §18 mostraremos que as imersdes reais e complexas de L ddo
origem a “imersdo candnica” de L num R-espago . isomorfo a 8, a qual
feva qualquer base de L| @ numa base de rede completa de L. Mais im-
portante ainda & a “representagio logaritmica”™ do grupo multiplicati-
va L* no R-espago R*''. O teorema de invertiveis’ de Dirichlet resul-
tard do fato desta representagio levar U{Ip) numa rede completa de uma
.certa hipersuperficie H de R**'. :

Finalmente, no §19 estudaremos em mais detaihes, para cmpos qua-
dratices reais L= @(\[_ ), os invertiveis de I, ¢, mais geralmente, de qual-
quer “ordem” § de L. Mostraremos que este estudo esta relacionado com
a resolubilidade de certas equagdes diofantinas ¢, em particular, da “equa-
¢io de Pell” X2 -d- Y2 =1.
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§17. Redes no [R"

Seja L. um R-espago de dimensio n, isto €&, isomorfo ao R-espago
R" =R x ... x B, Distinguimos em ! uma base 21,...,¢, {por exem-

T |
plo, ¢, =(L,0,...,0),..., ¢,=(0,...,0,1) no caso em que L= R,
em relacdo a qual definimos, para vetores x — Eire + .+ e,
Y=npver+..+4n,- e, 0 produto_escalar (x, Y)=&, - 5, + ... + Eot N
bem como o comiprimento || x|} = S = JET T E do veter xe 1.
Denotamos por B, a bola de raio p ao redor de 0,istoé, B, = {xel| §|x|| < p}.

Dados z;, ..., 2, € L, consideramos os conjuntos

M=2Z.z,4+ ... +Z-z,,.={z a;-z;lal,.;.,amez} e
i=]

T, = {i pirnf0<p <1 (i= 1,.,.,m)}.

Diremos que M é uma rede de L quando z;, ..., z, forem linearmente
independentes sobre R; neste caso, chamamos Zfy ooy 2,y UMA base de
rede associada a M, e T, a malha fundamental associada a esta base,
Obviamente, neste caso temos que m<n. Se m— noentio M ez, ...z,
serifo chamados uma rede completa € uma base de rede completa,
respectivamente,

Diremos que um subconjunto € de L & limitado, se C = B, para al-
gum p> 0. Diremos que um subconjunto D de L & discreto, se DN B,
for finito para todo p > 0; neste caso, b C & finito, qualquer que seja
0 subconjunto limitado C de L.

Para szber se um subconjunto M de L é uma rede, ndo & necessario
conhecer uma base desta rede. De fato:

(17.1) Um subconjunto M de L serd wna rede de L se e somente se for um
grupo, em relaciio d adigdo, e for discreto.

Demonstragio. Suponhamos primeiramente que M seja uma rede de L,

Ent#o, obviamente, M & vm grupo aditivo. Suponhamos que
vy, ..., U formem uma base da rede M'; entfio m < neexistemo,.,,, ..., v,ek
tais que vy, ..., 0, sfic linearmente independentes sobre R e, portanto, for-
mam uma base de uma rede completa M’ que contém M. Para mostrar
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que M & discreto, basta provar que M' o & Se wy, ..., w, formarem a base
dual de vy, ...,v,, isto & (v, w)=dy; (iLj=1,.. ,n) entio para todo
Z=ay+ vy + ...+ d, 5,&M teremos que(z, w)=a,(j =1, ..., n). Para todo
p>0 e todo ze M N B, temos que |af =|(z wj)lﬁﬁz']il IEWJ" zp-lIwil
(f=1,...,n); iogo M’nB é finito; portanto, M’ & discreto.

Por outro lado, seja M um grupo, em relagdo 4 adigdo, ¢ discreto.
Suponhamos que uj, ..., 4, formem um sistema maximal de clementos de
M linearmente mdcpendcntes sobre R;entou, , .., 4, formam uma base da
vede Mg=£& - uy+ ...+ Z- Uiy, Sendo T, a malha fundamental associada
a osta base, temos que (M N T, )+ Mo = M, ¢ vale mesmo a igualdade,
pois todo x& M ¢ linearmente dependente (sobre [R) de uy, ..., u,; logo

xwza, ”+ZP1 H, com G,EZEOSp,f.’l(I—»} m),le assim
i=1 i=1

m
}_: pi-w=x— 3% a;-ueMnT, Concluimos que a restrigio a M T,
F=1 =1
do homomorfismo candnico sobre o grupo quociente MM & sobrejetivo,
Como M ¢é discreto e 7', ¢ limitado, temos que M n T, & finito; logo M/M,
também o & Denotando por g a ordem de M/Mo, temos que Mg~ - M=
=Z-uy+ ...+ &Ly, ondeut=g"" - w (i=1,...,m). De (5.1} resulta que
'M & um Z-méodulo livre, de um posto k <'m, ldgo possui uma basev,,..., U,
Das inclusbes Mg < M < g~! - M, resulta que os R-espagos gerados por
estes Z-médulos coincidem, isto & R-u + ... +R-tp=0 v, + ...+
+R -y, dondé concluimos que k =m ¢ que vy, ..., v, 580 linearmente
independentes sobre R. Portanto M & uma rede de k. [

Dada uma rede M, consideramos, além da malha fundamental T,
também as cutras malhas z+T, (z€ M) associadas a uma base vy, ..., Uny

da rcdc M., Mostraremos que todo conjunto limitado intersecta apenas um
numero-finite destas malhas,

(17.2) Seja T, a malha._ fundamental associada d base vy, ..., ¥, da rede M,
e seja C um subconjunto limitado de L. Entdlo Cnz+T,)=¢ para quase

todos os z€ M.
L

Demonstragdo. Pam todo + = Z P W ET,; temos que
i==1

m

llt{IS Tﬂprv-llu EE!‘MI [EX eSS
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" ' .
onde T = 3 [ ]| Supondo, sem perda de peneratidade, que C = B, para
=1

algum p >0, consideramos zeM tal que B, n{z4+T)s* ¢, digamos
z+i=xeB, para algum te T, entio || zf{ ={x — t|) <||xf| +{|ef <p -+,
logo ze B, .. Como M & discrete, por (17.1), o canjunto M N B, & finito,
donde resulta & afirmacdo. [ :

Quanto s redes completas, & intuitivamente claro que a reunido de
todas as malhas associadas a uma base de rede completa cobre o espago
todo L. Além de provar isto, mostraremos a seguir que as redes com-
pletas podem ser caracterizadas por uma propriedade mais fraca, a saber,

pela existéncia de um conjunto limitado C ftal que U z+0)=L
2eM . -

(17.3) TEOREMA, Sefa M uma rede em L. .As seguintes condigies sio
equivaléntes: ‘

(i) M é uma rede completa de L; :
(ii} Existe um subconjuntd limitado C de L tal que L= U z+0O).
7 zeM

Neste caso temos, em particuiar, gue L = ) (z+ 1) (reunicio disjunta),
! zeM
sendo T a malha fundamental associada a uma base de M.

. ) ' om n
Demonstragdo. (i)= (ii): Para todo x e L temos que x = Yoain+ Y pren

) . i=1 i=]1
com meZe0<p;<1{i=1,..,n), logo L= U {z+T,
zeM
A reuniﬁ_o ¢ disjunta, pois de

n - M [ . n n
24 v R b=y dev+ oy piey
=1 i1 -] i=1

resulta que a;+pr=aj+p; (i=1,...,n) e portanto, que 4 =aj, pi=p}
{i=1,..,5). ) :

(i} = (i): Swponhamos que M ndo seja completa. Dada uma base
ey ooy iy de M, com m < n, ela pode ser completada até uma base
Uiy .o ity do R-espago L. Se wy, ..., w, formarem a base dua!wde'vj, T
entdo (z, w,)=0 para todo ze M. Seja p>0 tal que C< B, esejay=p . w,
para algem p' > p. De (i) resulta que y=z-+¢, com ze M e c e C. Como
(z, 7} = 0, concluimos que :

IPIP=t+e=En+ien sl -yl <p-irl:

logo i v} < p, em contradi¢io com fyfl ={| o - w, il =p". 1
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Para prosseguirmos no estudo de redes completas em L, precisamos
da nogic de volume em L. O volume em R" & bem cenhecido (veja por
exemplo Lima {25}, Cap. VI, §3) e pode ser facilmente transferido para
o R-espaco L através do isomorfismo natural entre B" e L, definido por
meic da base distinguida ey, ...,e,. Ma verdade, € possivel se restringir
a subconjuntos C de L que sdo reunides finitas de paralelepipedos, usando
assim apenas as seguinles proprledades do volume:

a) voEt(Tv)‘Edet(aU)L sendo v, = z - e (i=1,....n ayeR); .

by vol{x + C) = vol(C) para qualquer xel;
¢} vol(y - C)=9"+ vol(C) para qualquer ve R, >0,
d} se Cn C'=¢ entdo vol(C ' C*) = vol(C) + vol{C);

{veja Greub [i1]}, Chapter X, §3), ndo havendo necessidade do uso do
integral, o qual, entretanto, & indispensével para definir o volume de con-
juntos mais gerais (como, por exemplo o do cenjunto C, indicado no
Exercicio 17.8.)

Pe a) resulta imediatamente:

(17. N vy, ..., L formarde uma base de rede mmpiera em L se e somente
se VOE(TU) ;ﬂ 0,

Usando a multipltcatividade do determinante, concluimos de (17.4):

" .
(17.5) Sejo w, = Y wy- vy li=1, ..., n), com w;e R Entdo
J=1
vol(7,,) = | det{wy))| - vol(T,).

Obviamente, wy, ..., w,, evy, ..., b, formaric bases da mesma rede com-
pleta se ¢ somente se wy€Z (i,j=1,...,n) ¢ det{w;) e {1, —1}. Por isto,
resulta de (17.5) o seguinte:

(17.6) Para rodas as bases v,,..., 0, de uma vede completa M, os voltmes
vol(T,) coincidem.

Este volume serd denotado por vol{M). Observames.que & igual ac
volume vol{z +7) de todas as malhas associadas a v,,...,v, (z€ M)

E obvio que os conjuntos z + C {z € M), obtidos de C por desloca-
mento a0 longo de uma rede M, serdo disjuntos, dois a dois, somente quan-
do C for suficientiemente “pequeno”, Mais precisamente, demonsiraremos
o seguinte:
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(17.7) TEOREMA. Seja C= L tal que vol(C) seja definido e seja M uma
tede completa de L. Se o5 conjuntos z+ C {(ze M) fo-
rem disjuntos dois ¢ dois, antdo vol(C) < vol(M).

Demonstragdo. Seja Ta matha fundamental associada a uma base de M. Por
(17.3} temos que L= |} z 4+ 1T, loge C= [J (Cnz+T)),

zgM zeiM .
sendo ambas as reunides disjuntas. Por (17.2) existem z,, ..., z, € M tais que

€ r (z+T) = ¢ para todos osxeM\{z;,...,z}:logo C= ) (Cr (2, + T
=1 ‘

(reunido disjunta), Como, por hipotese, —z,+ C (i=1, ..., ) sdo disjuntos

dois a dois, a reunido U ((—z; +C)nT) também é disjunta. Finalmente

Cn(z,+T)—((~z+C)nT)+z i=1,..,r); logo

vol{C) = Z vol(C m{z; + T)j = z vol{{(—z; + O)nT) =
i=1 :

i=1

- val([} {(—z; + C) nT) < vol(T) = vol(M). ]

Um subconjunto C de | serad chamado simétrico se, para qualquer ¢ € €,
tivermos que —c e C. Um subcenjunto C de L serd chamado convexo se,
para quaisquer ¢,c’ € C, o conjunto {p- ¢+ {1 —p)- ¢'|0<p <1} estiver
contido em C; note que este conjunto consiste dos pontos situados entre
¢ e ¢, na reta que liga estes dois pontos.

Para conjuntos simétricos e convexos demonstramos o seguinte teo-
rema de Minkowski sobre “pontos de rede”:

(17.8) COROLARIO. Seja C um subconjunto simétrico e convexo de L 1al
que vol(C) seja definido, e seja M uma rede com-
pleta em L.
Se vol(C) > 2"+ vol(M) entio C n{M\{D} 3£ ¢

: 1 .
Demonstragic. Como vol(2 . C) =2"" . vol{C) > vol(M)}, concluimos de

: . { o e
(17.7) que os conjuntos ER C +z {z € M) nfo sdo disjun-
tes dois a dois, isto &, éxistem z,,z,€ M, z, #z;, e ¢;,c,€ C tais que

- 1 T
= ¢y + z = 5 ¢y + zz. Como { & simétrico ¢ convexo, temos que
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~c,eCe z — zi:%cz + (1 —i>(—C1JfECn(M\{0}}. 1 -

2
O teorema de Minkowski, aplicado a um certo subconjunto simé-
trico e convexo do R-espago L=R x ... x R x C % .., »% C, serd usado no
.8 ¢
§18, na demonstragio do tcorema de invertiveis de Dirichlet, Outras

aplicagdes do leorema de Minkowski encontram-se nos Exercicios 17.6.
e 179,

EXprCiCIOs

17.1. Indique elementos u,,...,u,eL que sejam linearmente independen-
tes sobre &, mas linearmente dependenies sobre R,

17.2. Seja M uma rede de L. Prove:
a) Toda base do Z-mddulo M & uma base da rede M.
b) Todo submédulo M’ do Z-médulo M & uma rede de L.
17.3. Suponhamos que »y, ..., v, formem uma base de uma rede M de L;

m .
e Sﬁja W= Z,au' ﬂ_,‘ (i: 1,...,!‘1‘1) com d,-J-E Z. Prove:
i=1 - i T '

a) wy, ..., w, formam uma base dec uma rede M’ em L se e soimmente
s¢ det(a,) s 0. _
b) wy, ..., w, formanm wna base da rede M se e somente se det(a;;)=+ I,

174. 3eja T" o toro n-dimensional, iste &, ¢ produto cartesiano de n cé-
plas do grupo multiplicative {me@“o:| = 1}, e suponhamos que
b1 ..., 0, formem wma base de uma rede completa M de L. Prove:
a) A aplicagiio @ definida por

Dloy v oy + o+ py-ov) = lexp(2ni - py), ..., exp(2ni - p,)
(P10 PnE R} € um homomorfismo do grupo aditivo de R" so-
bre T", com nfcleo M,

b) @ induz uma bijegdo de z + T, sobre T", qualquer que sgja z € M.

17.5. Seja M uma rede completa de R? tal que M = Z* Prove que
vol{M)= #(T, n Z%), sendo T, a maltha fundamental associada a
qualquer base v, , v; de M. Generalize esta afirmagio para R, qual-
quer que seja n > 2, ’
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17.6. Utilize o teorema de Minkowski (17.8) para provar:
8) o “teorema de dois quadrados”, isto &, a implicagdo (iii) = (i)
de (2.10). ' B ‘ -
b} o “teorema de quatro quadrados”, que afirma que todo inteiro

positivo ¢ soma de quatre gyadrados ‘de némeros naturais.

(Veja Stewart-Tall [33], 7.2 ¢ 7.3).
17.7. Prove que a afirmagiio do teorema de Minkowski (17.8) continua
valida para qualguer subconjunto simétrico ¢ convexo € que é
compacto e satisfaz vol(C) = 2" - vol(M) (veja Samuel [303, §4.1).

17.8. Sejam 5,te N e n= s -+ 2t. Prove que, para qualquer g > 0, o subcon-

junt() Cp = {{Ch--:s Cmﬂin‘:ih - Mo Cr)l z I 'Elt + Z- jzl ~ ”}2 + gf = p} )
- “hi=t R B ,
de R" & convexo, simétrico e compacto € calcule o seu volume (veja
Samuel [30], Chapter 4, Appendix). .

179. Utilize o teorema de Minkowski e o Exercicio 17.8. para provar que,

na afirmaglo de (10.1), a cota p pode ser substituida pela cota de

ol : o .
Minkowski yy = (i “ZT Vdo|. {Veja Samuel [30]; §84.3, ou
. T . . ] ?

Stewart-Tall [33], 10.2).

§18. Representagfies geométricas de ntimeros
algébricos '

Recordamos que, dada uma extensdo [ de @ de grau g, existem exa-
tamente # isomorfismos ¢ de L em €. Chamaremos ¢ uma imersdo real
(respectivamente complexq) de L quando L <R (respeclivamente & IR),
As imersdes complexas ocorrem em pares complexo-conjugados; de fato,
s¢ o for uma imersdo complexa de L, enfic o mesmo aconiccers com
aaplicagiio o : L.— C que associa a cadaae L o complexo-conjupado. de ag,
¢ teremos que & # o = 0. Denofaremos Ppor o,...,0, as imershes feais
& POT i1y Tgagseony Tsayy Uoqq AS iMIEISDES complexas de L; ohviamente

U'ESSH,OirS%ES—J—?t:n.

. Observamos que, no caso em que I. esih contido em C, a aplicago
idéntica 1 de L em C & uma das imérsdes de L; podemos supor-que i = g,

(respectivamente = 5., |) quando L & R (respectivamente ¢ [R),



152 Taorlp dos Nameros Algébricas

As imersdes reais e complexas de L podem ser obtidas através do
polindmio minimal P, o de qualquer elemento primitivo o de L] <. De
fato, sendo Popo=(X —o) ... (¥ —a)- Q- ...- @, a sua fatoragdo
em R[X], onde @, ..., 0, sio polindmios irredutiveis de gran 2, as imer-
sbes reals de L sfo determinadas por

o= {f=1,..,3)

enquaito que os pares de imersdes complexas sfo determinados por
Tse 8 = By Gaap=f; (=1..4

onde f,, B C\R sdo as duas raizes de ;.

Mo caso particular -em que. L= () &€ um corpo quadratico
(x* = de2), temos que '
" §=2,1=0, no caso real (d > 0), e
5=0,t=1, no caso imaginirio (d < 0),

Mo primeiro caso, as duas imersdes reais ¢, o, sfio determinadas por
oy = Jd, gax= — ﬁ; no segundo caso temos que go =1i- \/I__L
Ge = —i+/|d|. Também para corpos cibicos L, isto &, corpos L tais
que [L:Q7} =3, existem apenas dois casos. De fato, verifica-se [acil-
mente quc:

s=23 t=0 se e somente se dy > 0.

s=1t=1 se e somente se d, < 0.

Sejam s, t& N tais que s+ 2t =n 3= 1. Consideramos o produto car-
tesiano L™ '=R x ... xR x C % ... x U de 5 cOpias de I & f coplas de C,
) e—_ . .

5 !
isto &, o conjunto de todas as (s + tpuplas (¢;, ... &; @y, ..., 0] com
£, nbeRewg, ..., oeC. Munido das operagles componente a com-
ponente, L' & um anel ¢ ao mesmo tempo um R-espaco de dimensfo n,

tendo como base distinguida a séguinte:

ey = (1,0,...:0,...,0 ..., e, = (0,...,0,1;0,..., 0,

Cer1 = {05 ...,O; j-s{)s '“,0)5 Cspa (G:”‘ro;i)ﬂﬁ"ﬂo)l"'i
es+é.r~i = (Gs ,ﬂ,O,,O, 1): énrl--i!l = {Ol J(}x G) :"10? !) '

As vezes conivém escrever f) e lugar de e4q;-1 © gy em Tugar de e, 2j
i=1,..,1% L
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As nogdes introduzidas no §17, como “comprimento®, “bola de raio Il
e “volume” serfio consideradas em relagio a esta base. Por exemplo, na
demonstragio de (18.11) consideraremos o “cobo  n-dimessional®

CZ{E Yirel —p Sy Epli=1, ..,,n)} em L% c-gue. ¢ o produto car-
i=1

tesiano de s intervalos [p, p] ent R ¢ de ¢ quadrados n+ii—p<sn<p,
—p ={ < p} em C e portanto, tem o volume (2p)". A este conjuito, gue
¢ obviameate simétrico ¢ convexo, sers aplicado o teorema de Minkowski.

Seja L uma extensdio de @ de grau s, Consideramos as imersdes reais
Gys.--,0, de L e em cada par T4 s g1y e imersdes complexo-conjuga-
das, escolliemos uma das duas imersées, digamos o, , JG=1,...,0 A apli-
cagio y de L em L™' definida por:

20 = (0, ..., 0,050,440, ..., 0., 00 (me L)

¢ chamada a imersdo canénica de I (embora y dependa da escolha acima
mencionada). Obviamente,

(18.1} x é um homemorfismo injetivo do corpo L no anel 15! ¢ ¢ Z-linoar.

Mostraremos a seguir que a imersio candiica ¥ de L leva qualquer
base a;,...,a, da extensfo L| G numa base #gy ..., Uy de rede compieta
de L™, Este resultado serd obtido provando-se que o volume de T, é
nio-nylo; de fato, este volume pode ser caleulado por meio do discrimi-
nante diseg qluy, ..., &,).

(18.2) TEOREMA. Seja a,,...,u, wna base de LjQ. Entdio'yuy, ..., yoi, for-

mam uma base da rede completa M, = y(7 - a, + ... -+
+7Z-ua,) e temos gue

vol(hd,) = 27"+ /] discr qay, .., 0,)] 5 .

Demonstragio. Por (4.2) ¢ (44) temos gue discy gley, ..., &) = 62, onde

o = det{aay,..., o0, Tubtljs Oop10psouny Tygplly, Goppti))
Sejam gy =Ephk=1,....5)e Ooppt; =y +1-{plk=1,, ., 0 Através de
transformagbes elementares; a saber, pela adigio da (s + 2k)-ésima coluna
4 sua anterior, seguicla pela subtragio da (s + 2k — 1)-ésima coluna da sua
posterior (k=1,...,t), obtemos as seguintes ippaldades:
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d = det(&ﬂ""’&f;?ﬁfl."Fi':}cll » 1 —f_: Cits oty +i gy np—ie )=
_:'2-' . det(fjrl.#:'-*aijs:ﬂjlrlnjj. = C_u, coa g g — L) =
Lo 2 (=i d_Et(Ef;- N ’l_;l:.g_uv o s Lk -

Poer outro lado, como .

”J—xaj—’fji e+ .t ‘:Js‘ ﬂs+'m f1+Cu g1t .t g f'+5ﬂ f:
()—- ,n), rcsulta de (174) que

VO!(T”) - IdCt(Ejlr é_ru P?jl){}l! . -rﬂjlsgﬂ)l =
=27"-d] = 27" /] disc gy, o 2 )]s

o que & nﬁo-anulol devido a (4.4); portantd, Uiy e, Uy formam uma base
de rede completa, a saber, da rede M,, e temos que vol(M,) = vol(T}). []

Aplicamos este teorema aos subanéis § de L que, como Z-médulos,
sdo livres de posto n. Recordamos que cstes coincidem com o5 subanéis
S de i tais quo Q(S)=L (veja (3.5)) ¢ sdo chamados as “ordens” de L.

(18.3) COROLARIO. Seja S wm subanel de I, tal gue Q(5)}= L. Entiio,
xS. & uma rede completa em 1L™' com volume

é
-— Vﬂl(xs) =‘2_' . \/I dlSGLlﬂ(ml, ...,0:")' ?& 0,

sende o, ..., %, uma base do Z-m&dulo S. ‘
~ Em particular, yI; ¢ uma. rede completa em L*', com volume

e -vOlmL) =27 Jld| # 0.

Sejaaﬁ’*aaphcac,}ao de ﬁf‘cmﬂ@deﬁmdaporﬁ’(i,, .},éfs,a),,. @)= -
=& o P eyt E 86 R; @y, 0,6 C) Ela cha-
ma-se a norma de [L“ devldo as segumtes proprledades '

(18 4) AT € um homomorflsma mu!nphcatlvo € sausfaz ./V =410

Demonstrapao Resulta da definicdic ¢ das lgualdades
.Af(x}’) =GOy AT EUH,)JEZ =
=GP TP O P O Y o O Ty :.'/Vl}lﬂ'i’;_
para qualquer ye L. D ' '

- A norma A serd itil para oompararmos 0 ‘volumes de duas rcdes
completas cujas bases se dlstmgulrcm por um fator cell™'. Isto serd feilo
por meiq da seguinte proposigdo:
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(18.5) Seja cel™". .
' " ’ .
B Seerep= 3 pureli=1,.., 1), com Pu€R; entdo A c=det{py).
k=1 -

b} Sejam v,,...,v,el%" ¢ wjzc-'v, G=1,....n); entdo -
vol(T,,) = A"¢| vol(T,).

Demonsnragio. a) Sejai ce=¢, . .., E&in+i- i'l, ces I + 0 L), com
gfl nj, 'Cj € E@. E"tﬁo C- e = 6,‘ L ey (k = 1, ;H, S),

cfh=m- S+ Ci_-.<"9h e C'.‘:':;=T*Cp.*fh:}~ qk-g,.(hz'l,...,t);‘fogo

de'(ij) =&y &y (ﬁ + - (qf )= Ey L E -0y -+
LAY R Ane i 4P = Ae. - :

o ‘
b) Seja 0= ¥ &40, (= 1,...,n); com ;€ R; entio
k=1
n

» )
WJ"—'C'UJ= ZIEJJ,'C'E;IZ Z Ej)‘.pﬁk'ek(i-_-l}l-ljn)f
= : Wk=1 . o

For (174}, temos que vol(T,,) =
=valt(T) - | #¢|. I )

!dﬂt(hz e Plgk)rFldel(gﬂH . |vde‘t(pj,,)| =
L =1

Observando que .f(vfc # 0 se e somente se

CEB* ><w X H*J % E* X ... x C¥

_— S

que ¢ obviamente o grupo‘d@s linvertiveis U(L" N do anel L**, conclui-
mos de {18.5) e (17.4): '

(18.6) Seja c & L™ & suponhamos que vy, ..., v, formem uma base da rede com-
pleta M de L', entdioc+ vy, ..., ¢+ v, geram o Z-médulo ¢ + M= {c-z)zem).
Além disto, ¢ « M serd uma rede completa de 1% se¢ e somente se ce. U(L"");

neste caso, ‘
neste caso _volle - M) = |.47¢| - vol(M),

A fim de podermos aplicar a nogo de rede para estudar o grupo
multiplicative dos invertiveis de I L» S€fd necessario transformar a muil-
tiplicaclo em adigio, o que serd feito através do logaritmo naturai. Mais
precisamente, definimos primeiramente homomorlismos 4, ..., Ms+; do

grupo muliiplicative U{L**) no prupo aditivo [ por
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log| ¢;| quando j=1i,...,s
log)w;—.|”> quando j=s+1,..,5+¢t

”j(éh "')‘:s;wl,...,ﬂ):)z {

{(£1s .., ELER; w4, ..., € C), bem como um homomorfismo p de U(L" )
no grupo aditivo IR“” Bx.. xR por
(Y

s+t

BE = (yCy ooy hyi€) (€€ UESD).

Observemos que fy, ..., fi,+; ¢ i s scbrejetivos.

Compondo estas aplicaches com a restrigio x* de x a L% a qual
& obviamente um homomorfismo multiplicativo de L* em U({L*‘}, obte-
mos os homomorfismos Ay = fiy o ¥* .oy Ay sy = Moy 0 ¥ de L¥ no grupo
aditive R ¢ o homomorfismo A= poy¥ de L* no grupo aditivo R
este dltimo homomorfismo chama-se a representagdo logaritmica de L¥.
Obviamente,

A= (AP Agerd) = (logla 1 vh-.., log| ol 108|051 3]% . log| op, 1),

Determinaremos a seguir os micleos dos homomorfismos p € 4, bem
como a imagem inversa, sob estes homomorfismos, do hiperplano

H={(py, ..., pasd €R oy + oo 4 pogy = O},

o qual ¢ obviamente um subespago, de dimensdo s+t - I, do H-espa-
{;O RS'H'

(18.7) ) Ker p = {(E1, v & Dpn ) e UMY ] (6] = oo = | & =
=fo|=..=|o| =1}
b) p~1H = {ae UL | Faeil, — 1}

Demonstracdo. a) pléy, ... & wy, .., @)=0 se ¢ somente se

og|fi]=...= log| &) = ngtwl |?=..=logjw |2 =0,
se e somente se | &) | = ... =|&|=|oyf=... =|a]=1
b) Seja a= (fls -'-:és;'mi: ---:mr); entdo .
jog|Aa} = log| & « ... & imilz- o oy = 1og| Eif k.. + log) & +
+logla | + .. +logl ey | = e+ ... + pra

Portante, paeH. se e somente se log}.#’a] =0, se ¢ somenic sc
Aaell, —1} O : :
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(18.8) a) Ker A= W(L) (grupo das raizes da unidade em L)
b} E—IH = {(’:EL* IJVLIQOLE{]., - 1}}.

Demonstragio. Sejp o€ L¥ a) Teremos due =0 se e someite se
y¥o.c Ker u, se ¢ somente se '

o = o=l =] = = oaaf=1,
por {i18.7a). Cbviamente, isso ocorrera se ¢ somente se
lc"l“l =..={00| =|65410] = I5s+1°5| = I‘Tsﬂal = | cf=1,
o que equivale a oe W(L), por (1.16).

%) Ao.e M se e somente se y¥o.€ u~ 'H, s e somente se A (y¥u)e {1, — 1},
por (18.70b). A afirmagio resulin entdo de (184). [

Recordamos que, parz qualquer subanel § de [, temos que
U(8) = {a e 8| A a0 € {1, —1}} (veja (1.11c)); logo LHS) = 17 ' por (18.8b),
ou seja, A(U(S)) = H. Mostraremos a scguinte afirmagdo mais precisa:

(18.9) Para qualguer subarel § de I L ALU(SY) & uma rede em H.

Demonstragtio. Como A(U(8)) é um grupo aditivo, basta provar, por {17.1),

que é ym subconjunio discreto de H. Para isto & suliciente
mostrar que, para qualquer p >0, a intersecio de A{U(S) com a bola de
raio p em R°* & finita, ou seja, que AU, ¢ finilo, onde

U, = {ue UG) | ) < p}

Afirmamos primeiramente que yU, € limitado em L*'. De fatd, como.
p = Al = Sl + .+ (%) = 4 = log|od (respectivamen-
te = ioglafxlz}, para j=1, .., s (respectivamente j=s+1,...,5+¥), temos
quejop|<explp) =1 ....9) e|om|® <explp) (=s+1,...,s+ 1). Seja
oopg=m+i- 4 (h=1,...,1), com x,, [, eR; entdo

w=(0.0)- e + ... +(Js°ﬂ)"’.s+’71 S+ lea + m'|'-”h" fl"';l'gu

loge Juall=JSlowd+ . (o0 + i + 0 + ...+t + (2=
= Jaa + o) +loef + L [onelt <
A < /s explZp) + ¢ explp);

portanto, 31/, é limitado em L™ De'UpHS‘ S <1, resulia -q_u_cé_vap esth con-
tido em 3/, que & discreto por (18.3} e (17.1); portanto, yU, = xI, n xU,
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¢ finito. Como y ¢ injetivo, resulta que U, & finito; portaﬁtn, AU, tam- '
bém o & [}

. O tecrema de invertiveis de Dedekind serd obtido como conseqiién-
cia do fato de ).(U(I 1)) ser mesmo uma rede compleia de H, fato este que
serd demonstrade a seguir, usando-s¢ a seguinte proposigio.

{18.10) Seja C um.subconjunm de u'H, limitado em 1*". ’Enf&o, o subcon-
Junte uC de H ¢ limitado em R**' (e, portanto, em H). ‘

Demunstra;:aa Sem pcrda de generalidade podemos supor que

Cg{(’glr---:és;wll-- :wr)ﬁﬂ-j {l !i_ll ﬁ(}_l }
len|* < p (k=1,....0}
para algum p > 1; entdo temos que pa slogp(j=1,...,5+ 1) para
gualquer a € C. Por outro lado, de Cc p™'H resulta gque
ma+ ...+ e =0; logo ' '

Ja = =g+ e g8 g ) 2 —(s 4 E— 1) logp
€, porianto, |,u_,a| < (s + t) log p {) =1i..,5+ t) Conclyimos que

H pall = A mal® + -+ ,Lt,ﬂl2 <{s+0? - log p; portanto uC ¢ limitado
em =Y [

{18.11) TECREMA. Seja S um Subanel de I, tal que §(S}= L. Entdo, A(US))
é uma-rede completa em M.

Demonstra;:ao Basta indicar u um subcon_;unio Bde porH, hmltado em L™,
tal que 4 = U ye- B De fato, teremos entao que

. Uis)
= u(,uf‘IHi) ) (e + yB) = ) (z4uB), e sendo uB limitado
eclU(5) e A(UEY :
em H, p(}I (18.10), resultara de (17 e (18 2ique R(U(S}) é wma rede coin-

pleta em H.

Por (18.3), xS ¢ uma rede completa em L%, com vofume nao«nula
Para construirmos B, e_scolhemos p = ,/vol(xS} e consideramos em L™
o cubo n-dimensional C= {z el —p -<yJ <p(;—1 n)}, o qual

=1

obiamente 4 limitado, simétrico & convexo € tem o volume vol(C) = (2p).
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n
Notamos que, para qualquer c= ), y;- ¢;€C, temos que | #¢e|=
J=1

Py bml b H 0 v P e Iy i P 2 90 Por
(1.17), existe um nomero finito de elementos ndc-nulos Oy ..y 0, de § tais
que todo x e S\{0} com j Ay qet] <27 p" seja associado a um deles Seja
a
B=yu"'Hn |)ye;'- C; obviamente B ¢ lmitado em L',
J=1

Afirmamos que |J ye+ B=p *H. A inclusdo < resulta do fato de,
& U(S)

para quaisquer &£ € U(S}e be B, termos que.A"(ye - b} = Ao Abe{L, —1}
e, porfanto, xe - be u~ ', devido a (1.11c), {18.4) e (18.7). Para provarmos
a inclus#o inversa, observamos que, para qualquer ae ™ 'H, 2« xS é uma
rede completa etn L*', com volume vol(a - x8)=f.4a| - vol(xS}= vol(xS),
devido a (18.6) ¢ (18. Tb) De vol{C) = (2p)" > 2"+ vol(a - x5) concluimos,

- por (17.8), que Cr(a- xS5{0}) s ¢, ou seja, que existe c=a+ ya € C com
¢ e {0} De | Ay qo|=|4al - | Ay gl =] A~ ya)|=| 4 c|s2p"
resulta aue existem j& {1,...,g} e s U(S) tais que a;=u- g Eogo a=
=(ga"")- =8 (xo; ") - ¢ Findlmente, de 4 ((xe; ') - €)= H{ye ™ - a)=
=Apat™" - Aae{l, ~1} concluimos que (youi')- cep”H; portanto,
(_j;fx;l) cceB e assim aeye- B O

De (18.11) obtemos, como corolario, o seguinte teorema de invertiveis
de Dirichlet, vilido para qualquer “ordem” S de L.

(18.12) COROLARIO. Seja L uma extensiio de Q de grau n que possua s
imersdes reais e 1 pares de imersoes complexo-con-
Jugadas, e sejo § wm. subanel de I, tal gue Q(8)= L.
Entiéio, existem &y, ..., 54,1 € U(8) tais que U(S) seja produto direto
WSO () O ... Olgs5,—1) do grupe ciclico finito W(S) = W(L)n U(S)
e dos grupos clelicos infinitos gerados por €y, ...,6511-y.

Demonstracdio. Seja r=s-+1t— L. Por (18.11).exislem &,, ..., ¢ e I{S) tais
que Agg, ..., Ag, formem uma base da rede completa A(US))
de [; portanto, para qualquer ¢ € U(S}temos que Ae =k, + Aey + ... +4&, - 1g,,

com ky, ..., k, € £ apropriados. Seja f=¢-e;* - ., - 57" entfo fe U(S)
edi=As—ky-dey— ...~k + de,=0; logo § e W(S), por (18.8), e, portan-
to,e=f &' .. e WS- () ... (&) Resulta que

Uiy = W(S) - te)- .. - {6

Afirmamos que este produto édireto. De fato, sejam f e W(S)ek,, ... .k, ¢ Z
taisquefi-ef' - .o Br=Lentio AB 4k~ ey 4. 4k de, =0 elfi=0,
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devide a (18.8), e da independéncia linear de Ag,, ..., Ag, resulia que-
ky=..=k=0¢ f= 1. Finaimeate, como W(L) & um grupo finito (por
{1.16) ou Exercicio 3.2.), o grupo W(S) também o é [

A afirmacgido principal do teorcima de invertiveis de Dmchlet pode
ser reswmida da seguinie forma:

{18.13) COROLARID Sob as hipéteses de (18.12), o grupo, U(S) é un subgru-
po finitamente gerado de L*, de posio s+L—1,
cijo grupe de torglo é ciclico. :

Qualquer (s -+t — 1)}-upla de invertiveis £, ...,6,.,-; de § que tiver
a propriedade indicada em (18.12), sera chamada um sistema de inperti-
veis fundmnentais de S. Mo caso em que S =1, serd chamada também
um sistema de invertiveis fundamentais de L. :

Observamos qite 0 caso s+ t — 1 =0 ocorrerd se e somente se L= (b
ou se L for um corpo quadratico imaginario. O caso em que L & wn corpo
quadratico real, no qual s+ ¢— =1, serd estudado no §19.

Mencionamos ainda, sem demonstracio, que, sendo ¥ ¢ cunjimto das
valorizages discretas de I. ¢ R, 0 anel da valorizagio v, o teorema de in-

vertiveis de Dirichlet pode ser generalizado para o subanel J, = ﬂ R,
LR at s
de L, qualquer que seja o subconjunto finite, % de ¥, De fato, prova-se que

U{J ) & um subgrupo finitamente gerado de L de posto # % 4 s+t — 1,
tendo VL) como grupo de torgiio {veje Weiss [37], 53.10). Em parti-
cular, no caso # = ¢ obtemos o anel J, = I, (veja Bxercicio 8.11), cujo
glupo de invertiveis tem o posto s+t—1, de acordo com (18.13) DMeste
_ contexto.rabe mencionar que o nlimero s--¢ ¢ igual ao miimerodas valoriza-
¢oes arquimedianas de L, como se prova facilmente.

EXERCICIOS

18.1. Tndique todas as imersbes de Q(Y/5) em C. Quais delas sdo reais,
quais sfo complexas?

18 2. Se]a {#1 uma raiz quinta da unidade. Detenmne a rede completa
em %% =C? com a base x1, x{, 1, xE?, sendo x 2 imersdo cand-

nica de Q).



18.3.

184,

18.5.

I8.6.

18.7.
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Sejam { 3¢ | uma raiz terceira da unidade e L= Q) Determine a
rede em L*' = C a qual se obtém como imagem, pela imersiio cand-
nica y de L,

a) do anel I,;
b} do grupo aditivo gerado por 1+ e {2 —2:
¢) do grupo aditivo gerado por —2.0 e 3. % 4 3;

e cafcule o volume das malhas destas redes,

Sejam L e M corpos de nimeros algébricos tais gue LS M e
[ M L] = m. Prove:

. . . m
a) Para cada imersdao real o de I existe g€ N, com 0 sq=m,

tal que ¢ se estenda a 2 - ¢ —m imersbes reais e m — g pares
de imersdes complexo-conjugadas de M.

b) Cada imersioc complexa de I, estende-se a m imersdes comple-
xas de M, nio compléxo-conjugadas duns a duas.

¢} O plnero 5 das imersdes reais de A satisfaz a designaldade

0 quando m I ,
s-mzs’z{ qu or par.

§ quando m for impar,

sendo & 0 nimero de imersdes reais de L.,

Seja L =0x), sendo « uma raiz do polindmic X>— 5.

a) Indique a imersdo candnica y:L LY !'=Rx C de L.

b} Prove que x(Z[«]) é uma rede completa de LM !, indique uma
base desta rede ¢ calcule o volume de suas malhas,

¢) Indique um ponto, diferente de {0, 0), desta rede que esteja den-

tro do cilindro {(f,m)s[@ x C & <%,1w| <4},

Seja L um corpo de niimeros algébricos. Prove que a imagem, sob
a imersdo candnica de L, de qualquer ideal a ndo-nulo de Iy, € uma
rede completa, e calcnle o volume das suas malhas, em termos de
d;, e Ra.

Seja L= (W), sendo ¢ uma raiz do polindmio X*—10. X +5.
Prove que existem elementos invertivels &,  de Z{a] tais que e> 1,
A1 A yeh =1 e & # ¢, quaisquer que sejam m, n e .~Y{0].
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18.8. Usando as notagdes de (18.12) e sendo r=s-t—1, # =4 g,

prove que:

a} S¢ s # 0 entdo W(5)= {1, —1}.

b) Se a for impar, entdo W(5)= {1, —1} e existirh um sistema de in-
vertiveis fundamentais ¢, , ..., 5, de S tais que Agy = ... = A5, =1
e N ((~1)- &Y' - ...« &)= (—1), quaisquer que sejam e {0, 1} e
kyyonk e Z. :

c) Se n for par, entdo existith um sistema de invertiveis| funda-
mentais g,,...,6 de § tais que

Ney =, =H5.; =1 4 -6 ... = (AMe)",
quaisquer que sejam (e W(S) e ky, ...,k eZ

5§19, Invertiveis em corpos quadraticos

Estudaremos neste paragrafo o grupe U{S) dos clementos inverliveis
de uma “ordem™ S de um corpo quadratico, bem como o sen relacio-
namento com as solucdes da “equagio de Pell” X —k . ¥? =1 ¢ de outras
equagdes diofantinas,

Noe §2 foi provade que todo corpo quadratico é da forma L, = @(ﬁ),
com d € @ univocamente deierminado, ¢ que 1, § formam uma base para o
seu anel dos inteiros I, considerado como Z-madulo, sendo & = \/3

(respectivameme ﬂu—f@) no caso em <ue d=2 ou 3 (respectiva-

menie=1)mod 4. E dbvio que, para qualguer ne N\{0), §, , = Z[n - 6] é um
subanel de I, que 1, n- & formam uma base para ¢ Z-médulo §; ,, & que
544 € Sy, 8¢ ¢’ somente sa ' for um divisor-de n; em parlicular, temos que
I, =841 Recordamos ainda que discy, g(l,n 8)=nr®+ dy, e (1,285 J=n
{veja §4A e (5.7)). O sepguinte lecrema mostra’ que todo subanel de 1,
diferente de Z, & igual a um dos anéis Sy, .

(19.1) TEOREMA. @ conjunto &, dos subanéis S de I, tais que £+ §
estd em correspondéncia binnivoca com o conjunta N[0},
dada pelas aplicaces

n Sy, (nefhj0)) e S (I S) (Se.y)

Demonsiragiio. De 8y, = 8, ,» decorre que n==x'; portanto a aplicagio
ne Sy, € injetiva, Basta mostrar que ela & sobrejeitva. Seja
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Se.%,; entdo todo elemento deSédaformaa+b - 8,coma, be Z e existe um
menor ne MA[C} tal que ¢+n-8es§ para algum ce Z; portanto n: 58
€ assim 'S,,_,, & §. Por outro lado, seja a+b- e 8, com a, beZ. Exis_'tem
g reZ tais que b=g-n+reQ<r<n; portanto a;q-c+r-5:
={d+b:8—q-{c+n-8es; logo r = 0 pela escolha de n, e assim
a+b.66S,. [ .

Observemns que o5 Se %, sio exatamente as “ordens” de L, no
sentido de (5.5). Notemos ainda que, no caso em que ¢ = 1 mod 4, temos
que Sy 2, = Z[n+./d] ¢ que as vezes convém usar, neste caso, a base
Lin+ J/d em lugar da base-1,2h- 3.

Recordamos que o grupo dos elementos invertiveis de S € %, & dado por
US)={nes| |#n| =1} = UUI)AS, sendo A =N e (veja (111
As vezes convém separar oS invertiveis de norma 1 dos de norma —1:

por isto definimos U, (S} = {pe8 | A =(— 1)} (=0, 1}, e assim
U(S) = Uo(8) U U(S) (rewnido-disjunta). Recordamos também que

M(x+y-".\/c?)=x2_ptl_d.y2e‘
- ‘ g
,Af(x+y-n-1+2ﬂ)=x2+n-x-y—n2-d——-}'1,

quaisquer que sgjam x, y € Q. Concluimos que vale a seguinte proposi-
¢lo, quaisquer que sejam a,beZ e ee {0, 1}:

7(19.2) a) a+b-n- fdeU(Z[n. ﬁ}) se & somente se (4, b) for solugiio
da equaciio X* —n  d+ Vi =(~1), : '

b) No caso em que d=1 mod 4 teremos qiie a + bin:de U,{S,,_',,) se
e somente se {4, b) for soluglo da equacio '

d—1

: N

X4 X Y-n?.

~ Notemos que a afirmagio a) se aplica ndo somente ao casc em que
d=2ou3 mod4, no qual Z[n - ./d]=S,,, mas também ao caso em que

d=1 modd, no qual Z[n- [d] =35, ,,

Quando o corpo q&adrético_' L, for imagindrio,.isto &, d <0, temos
que Uy{3) = ¢ e-U(S) = W(S) (veja (2.7)), em concordincia com o teorema
de invertiveis de Dirichlet (18.12), Considerando as equagdes indicadas em
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(19.2), obtemos a seguinte peneralizacdo do teorema (2.7), que mostra que
{_eJ_ysdo os tnicos Se{§, ,|de B, ne M\{0}]} tais que o grupo U{S)
tenha ordem. > 2. | '

(19.3) TEOREMA. a) U )= US -, 0={1, —1,i, —i}.

by U —3)=.U(S~§, D={t]j=0,...,5} onde (= i
c) U(S, )=1{1, —1} para qualquer (d,n)¢ {(—1, 1},-(— i

Demans!mg;:ao Resulta do fato de as equagdes indicadas em (19.2) pos-

suirem soluqoes nido- mwals (lsto ¢, diferentes de 1,0) e
(~1,0)) somente nos seguintes casos: Se d = — 1, n=1, entdo X’ + ¥ =1
terd as solugdes nio-triviais (0, 1) ¢ (O, —ih; se d==—3, n=1, entio
X*4 X ¥+ ¥ =1 terh as solugdes néo-triviais o, 10,10 -1),(-1,1)
e(l,—=1). ]

Quando o corpo quadri’ttico Ly for real isto- 8, d > 0, leremos
que W(8) = {1, —1} ¢, peic teorema de invertiveis de Dirichlet,
U(S) = {1, —1} ® (s), onde ¢ tem ordem o(s) infinita, Obyiamente, & pode,
ser substituido por qualquer um dos elementos &, —-g,e” ', —e7 ", € exa-
tamente um deles € maior gque 1. Portanto, podemos supor que &> 1, e
este elemento serd chamado o invertivel Jundamenial de §

Para calcular &, convém considerar o conjunto ¥(8) = {# e U{5)| n > 1].
E obvio que V(8)={¢/|je M\{0}} e, portanto, ¢ & o menor elemento
de F{5).

(9,.4) Para quaisquer de @ ¢ neN\{0} temos que
ViSy S {a+b-n-8labeZ a>0, b>0},
exceto no case (d, n) =(5,1), no qual a > 07 dave sar substituide por “a > 0",

Denmn.stm;fro Sendo @ o umco automorfismo nio-idéntico de L,
1 1-Jd
femos que af \/. ( +_\/'") _2\/_-, loge”
§—¢d>0_ Seja neV(S,,), digamos, y=a+bh-n-35, com. @ beZ.
De n-on=A4ye{l,—1} resulta que oye{y™", —n~'}; portanto
je+b-n-ob{=|en|<leb n- (6 = a8) = — oy > 0; logo b > 0. Como

1— /3
gd < =1 (c}om excegiio do caso d= 5, no qual —1 << gd = 2«/_‘ <0),
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concluimos da desigoaldade |a-+b - B ad) <1 que g>0 (com. f:xr:er;ao
do caso d=5, n=1, no qual a>0). O

Distinguindo novamente entre os: invertiveis-com norma 1.¢ 0s com
norma -1, escrevermos F(S)= ¥(S) U Vi{S) sendo

i) = V8) A ULS) = (esin>1, Hp= (-1} (e = 0,1,

Estes conjunias podem ser caracterizados da sepuinfe maneira.

(19.5) TBOREMA. a) No caso em que d=2 ou 3 mo’4 femos que
VdSand=lat+b-n- Jdlabe N\0),a® ~n? o d - b*={—I)F)} (=0, 1)..

b} No caso em que d=1 m0d4 temos gue

VASq, )= {a+b n- 6lae, bEN\{G} +na-b—n? d4 hre=(— 1)}

={%+—g—-nrﬁ|a,bem\{0}?a3 —nz-d»b2=(—1)f-4} (e=0,1).

Demonstragdo. A alirmaciio a) ¢ a primeira igualdade de b) resultam de

(12.2), (194) e do fato que g+ b n- 5> 1, quaisquer que
sejam a€ N ¢ be M\{0}. Para provarmos a segunda igualdade de b), su-
pomos que d =1 mod4. Seja yeV.(5,,) digamos, 11 =ag-+hb-n-d

com aelN, beRMN\{0}, Entfio temos ? L; S
aJE 2 i .

onde @' = 2. 4+ b neN\{0}, e—4—— ne. d‘%-_-gff:p:(—fi)e,'ouscja,

@2 = d b= (41)"-;25, Por outro lado, seja n =% -+ z “h- \_/cf

tal que a,beM\{0} e a> —n* d- 0% = (=1 4; entiio &* = n*. K>
mod 4, 1o'go a=n-b+2.a" para algum a”eZ. Concluimos qub

H=a"+b. 5&.5], a 8 mesmo 7 & (5, ), una vez que 3> 1 ¢
z h2
A=t d ——M) =}

O seguinte coroldrio serd Util para caleular ojinvertivel| fundamental,
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(19.6) COROLARIOQ. Sejam ,,1, € V{8, ), digamos

a; + by - n- Jd quando d =2 ou 3 mod 4
nj =

%Jr%-n- d quando d = | mod 4

onde a;,bye N[0} (f=1,2). Entdo, n, <n, implica by <b,.

Demonsiragdo. Seja. g =1 (respectivamente = 4) no caso em que d=2

ou 3 (respectivamente = 1) mod 4. De (19.5) resulta que
a} —n?*.d-blelg —q) logo al+gznt - d:bizaj—q{j=12). Se
by > by, entioat+ge=n*-d-bi=n*-d-(b;+ )z=n d-b3+2.d>
>ak— g+ 2-d>ad+4g, uma vez que d > gq; portanto a, > a, e assim
>tz U

Concluimos de (19.6) que, para obter o invertivel fundamental &, ,
de S84, basta determinar o menor nimero beM\{0} tal que
a®—n?d-b2e{q —q} para algum g e N\{0}, ou seja, que n* - d - 6" —¢
ou n?-d- b g seia um quadrado em M0}, Nos seguintes exemplos
serd calculado, para alguns valores de de @ e ne N[0}, o par

P od-b —q, 0 d- b+ g,
sucessivamente para b=1,2,3,.... O primeiro quadrado ocorrendo num
~par deste tipo (posto em grifo)-fornecerd o niimerc -a-eM\{0} tal que
atb-n-Jd quando d=2 ou 3 mod4

E_d'” =_ % +‘-%-- e \/? guando d =1 mod4,

e teremos gue A7, = — | (respectivamente = 1) se e somente se  gui-
drado ocorrer como o primeiro {respectivamente segundo) elemento des-
te par.

b=1  b=2 b3 h=4

n=1 (13 By =1+ /2=6,

n=2 (19 @ Ly5=3472. =4
=3 (17,19} (74,73)  (161,163) {287,289) £;,=17--12 f2=¢}
n=4 (31,33) (127,129) (287,289) £2.0=17+12+ f2=¢}

n=35 (49,51) Ceas=T + S-ﬁmaﬁ
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. 1 1 o
n=1 (.9 35.1%?4“5' S=gs
n=2 (i6,24) ' . 651221—.\/——53
n=3 (41,49 \/‘ ot

n=d  (7684) (316,324) o EM=9+4- \/_:e_.;

d=17]| b= b=2

n=1 -(1321) (64,72) b =4t ST,
n=2 (64,72) R E17.2 =-4+\j 17=¢g4
b=1  b=2 . b=221064

n=1 {9395 (375371) ... (4593713457023 4593713457025)

Boa, = 2143295 + 221064 - f0F = &,

Uma mbﬁla do invertivel fundamental ga=g4  dos anéis I, =8, |
para d € @, 2 < ¢ < [01, encontra-se em Borevich-Shalarevich [6], Table 1,
Note-se que, a partir de &4, ¢ facil calcular gy, PAra gualquer n > 1. De
fato, da igualdade V(S,i ,,) Y 8y, resulta que ¢, , ¢ a primeira
entre as poténcias Ed,{;d,ﬂd, ... que pertence a S, ,, isto &, que é da for-
ma a+b: 34 com njb,

Yimes nos exemplos acima indicados que o invertivel fundamental
& de I, pode ter norma { ou - I, Devido 2 multiplicatividade da nor-
ma, no primeiro ¢aso todas as suas poténcias, e no segundo caso apenas
as suas pottncias paies, tém norma 1. Este resultado estende- -s¢, de ma-
neira 4bvia, aos elementos mvertWeis arbitririos:

{19.7) -a) Se o invertivel fundamental & de § tiver nofma 1, entdo
VlS) = {¢/] je N\{O}} - V(S V1(S) =,
b} Se o invertivel fundamental ¢ de S rder’ horma — 1, entdo -
Vol8) = (o] f e A0}, TA(S) = {e¥/* | je N}
UglS) = {£ | je 2}, U,l8) = {1 ez
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Observamos ainda que se o invertivel lundamental de 1, tiver nor-

ma 1, entdio o mesmo ocorrerd com o invertivel - fundamental de qual-
quer Se Sy

No que se segue, os resultados sobre os elementos invertiveis serdo
utilizados para traiar o problema de determinar as solugdes, de nime-
ros inteiros, de certas equagdes diolantinas, isto ¢, equagdes do tipo
F(X,Y..)=0 sendo F um polindinio com coeﬁcie_ntes em £,

Consideraremos primeiro, para qualquer ke £ que nio for um gua-
drado em Z, a “equagdo de Pell” X* — k- ¥* = 1. Mosiraremos que ag
suas solugdes (inteiras) correspondem biunivocamente aos elementos in-
vertivels de Z[\/E] com norma 1. Observamos inicialmente que k=n*. d
para de P e neM\{0} univocamente determinades; portanto

Z[Jk) = Z[n+ Jd] = 8. . (respectivamente = 5, ,,)

no caso em que d=2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4 e, portanto, &
um subane} de 1.

Para visualizar tal correspondéncia, convém introduzir em £ x £ a
multiplicagdo ; definida por

{a, b) ,‘ci(vﬂ’, By={a-d +b-b' -k a- D+ a -5 (a,ba b e?)
Munido desta multiplicacdo, além da adigfio componente a componente,
o conjunto Z x Z lorna-se um anel N, isomerfo a Z[/k]=2Z[n- /d];
de fato, a aplicagio definida- por

@aby—~a+b- ﬁz a -t-b-n:ﬁ (a',beZ)

¢ um isomorfismo 8, de %, sobre 7[. [k

Denotaremos per Y, (respectivamente U, ) a imagem inversa de
U(Z[./k]) (respectivamente de U {Z[./k]), onde ee{0,1},) pelo isomor-
fismo 0,. A primeira afirmagio de (19.2) pode entdo ser reformuiada da
seguinte maneira.
- (15.8) TEOREMA. U, , ¢ o conjunio das solucdes da-equagiio
X kY =(-1 (e=0,1)

No caso em que k< 0, obtemos imediatamente de (19.3):
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(19.9) TEOREMA, a) Wy .., = ¥_, = {(1,0),(— 1,0, (0, 1), (0, — 1)}
b} Uy =Wy = {(1,0), (—1,0)} guando k& < —1.
) Wy = ¢ para qualgquer k < 0.

Em outras palavras, quando k for negativo, a equacio de Pell pos-
suird apenas as duas (e, no caso k= -1, as quatro) solugdes (riviais, en-
quanto que & equagdo X? — k- ¥*= — | niio possuirh nenhuma solugfo.

No caso em gue k >0, denotaremos por e, = [z, w,) a imagem in-
versa, sob , do invertivel fundamental do anel Z[. /k ] e recordamos que este
& igual a g, , (tespectivamente &, ,,) no caso em que d =2 ou 3 (respec-

tivamente = 1} mod 4. O seguinte tecrema & uma consegiiéocia imedia-
ta de (19.7).

(19.10) TEOREMA. a) Se o invertivel fundamental de Z[. /%] tiver nor-
ma 1, entdo Uy = U, = {1t e/|je 2} e Uy, = o

Isto ocorrerd, em particular, quando N e,= 1.
b) Se o invertivel fundamental de ZLJk] tiver norma -1, entdo

Up = {Te¥jez} e W y={+ e} |jeZ).

E claro que as poténcias de e sdo entendidas no sentido da multi-
plfcat;ﬁo-i-!, e & facil calculd-las sucessivamente; por exemplo,

= WE 4wl ke, 2 v wy), e =0 3o wh 3. 0l wy - - k),
..., além disto, e ! = (v, — wy} {respectivamente = (— p,, w,}) .

no caso em que o invertivel fundamenta? de Z[, k] tiver norma 1 (res-
pectivamente — 1). '

Os resullados assim obtidos sobre as solugdes da eguago de Pell
serao reformulades no seguinte corolario,

(19.11) CORCLARIO. Para todo k > 0 gue ndo for quadrado em Z,

a equagio X® —k - Y =1 terd uma infinidade de
solugdes. A equagdo X* —k - Y'= —1 nio terd nenhuma solugio (terd,
respectivamente, uma infinidade de solugdes) quando o invertivel fundamen-
tal de Z[ /K] tiver norma t (respectivamente — 1),

Consideremos ainda a equactio X* —k - ¥* = ¢ para qualquer ¢ € 2\{0},
Seja Ty(c) a imagem inversa do conjunto {ye Z{ fEW Ay =} pelo iso-
merfismeo 0;; em particular, T,(1)= U, , e T{—1)= 1¥; ¢. Verifica-se fa-
cilmente gue, em analogia a (19.8), vale o seguinte:
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(19.12) TEOREMA. T{c) ¢ o conjunte das solugdes da equagdo
Xk Y=u

Pa multiplicatividade da norma concluunos que se tE T.(c), entdn
pard todo ¢ Uy, (Tespectivamente € 1, ) temos que 2. teX, (e} (respec-

tlvamentﬁeik( ¢)). Diremos que Lt eT,(c) sdo assocmdas quando sc¢
distinguirem por um - wfator cEHO ¢ Recordamos que

e[ & [ [ #y]=¢)

¢ reunidio de um ntmere finito m >0 de ciasses
UIZL/ED - ary ., UELED -t (veja 1.17))

Deste fato resulta imediatamente o seguinte:

(19.13) TEOREMA. T,(c) ¢ reunido de um ntimero finito n 2 0 de classes
1[0' k i|t1 IEEEE] ug‘ Kk t"-

k
1

Usando (19.9) e (19.10) concluimos:

{19.14) COROLARIQ. a) No caso em que k <0, a equagio X* —k - Y1 =c
possui no mdxime um ntimere finite de solugdes.
b) No caso em que k>0, a equagdo X* —k+ Y* =c¢ ndo possui ne-
nhuma solugio ou possui uma infinidade de solugdes, mas apenas wm ni-
mera finito de solugdes ndo-associadas' duas a duas.,
c) Se k>0 e o invertivel fundamental de Z[\/E] tiver norma —1,
g existéncia de solugdes da equagio X* —k+ Y* = ¢ implica a existéncin
de solugies da equagdo X* —fk+ ¥Y? = —

Mencionamosjainda que estes resultados podem - ser estendidos s
equagdes diofzntinas que se obtém de uma equagdo do tipd X — k-« Y =¢
através de uma transformagiio das indeterminadas X, Y. Por exemplo,
considerando a fransformacio X — X 4 Y/, para algum j &N, é Sbvio que
(4, b). sera vma solugdo de X2 —k . Y? = se e somente se (a— b, b) for

uma solugiio de X* +2.- ¥ V4 ¥ k. Y=¢

Finalmenle, queremos meénciohiar que a correspondséncia entrs as so-
lugdes inteiras da equagio X* —k - Y2 =c e os elemontos y & Z[/k] tais
que Ay =c & um caso especial da teoria das “formas decompostas” (veja
Eorevich-Shafqré‘vich (6], Chapter 2). De fato, sejam L um corpe de ni-
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meros algébricos, o EI,L “‘unt elemento -primitivo € Gy, ..., 0, 08 isomorfis-
n

mos de L em C; entdo F(Xl,.. LX) = H ( ¥ ot X,,) ¢ uma for-
h—

ma {isto &, um polinémio homogeneo} df: grau # com coeficientes em Z,

¢ as solugdes da equagdo diofantina F(X, ..., X,)= ¢ correspondem aos

elementos y e Z[o] tais que A gy = ¢. Para detéerminar esses clemﬁntos,

os sistemas de invertiveis fundamentais de Z[oc] repn:sen(am um papel

1mportante

EBXERCICIOS -

19.1. Usando as notagles de (19.6), prove que 4y <#; mmplica b, <bhs,
com cxccc;ao do caso em que

1 1 3 1
=5 n=1 — ., = - 4 =, /5
,d , 0l ,n1_2+2_\/§¢ﬂ2 2+2‘,/5

19.2. Seja de®, d> 0. Prove que todo elemento invertivel n> 1 de 1,
com excecio de 31—23/-5 no caso 4 = 5, € o invertivel flundamental

de algum Se.5,.
19.3. Seja de@, d> 0. Prove que:

" a) Se d =3 mod 4, entéio o invertivel fundamental. de Idf Z{\/_}
tem norma 1.

b) Se d=1 mod 8, entdo o mvertwel fundamental de 1, coincide
com o mverhve fundamental de S, ,= Z[./d},

194, Seia dEE‘B, d>0,d=1 mod4, e seja‘n=?+%-ﬁé(l(!d),

com a,beZ Prove que:

a} 2| a se ¢ somente se 2| b, se e somente se 1 € Z[,/d], se ¢ somen-
te se e U(Z[,/d]).

b) Se'n ¢ Z[/d), entdo ¢z[f] en ezgf]

19.5. a) Prove que os nimeros b® - 3—1,b%. 11— 1,p%. 6~ 1eh?. 21 —

nio sfio quadrades em Z qualquer que seja be Z,

b} Usando o fato de 170 + 39 ﬂ ser o invertivel funda-
mental de Z[J_ 1. prove que b?.19—1 (respectivamente
67 - 19+ 1) ndo & guadrado em 7, qualquer que seja be Z (res-
pectjvamente be Z tal que b < 39)
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19.6.

9.7

19.8.

T 199,
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Sejam de %, d>0, d=1 mod 4, ne W\{0} e e {0, 1}.
a) Determine as solugles (o, b)eZ x 7 da equagdo

X2+n-X~Y—nz-d_%_l.]’2=(_1)c

(respectivamente X2 4 n?-d- Y? = (—1) - 4),
relacionando-as com os elementos invertiveis de S .
b) Formule e demonstre um teorema, analogo ao Corolario (19.14),
sobre as solugdes das equacgdes

d

X2+pr-X-Y~n2-—El~Yzmc e X2 —n*id-YV=4.¢

(ce?). ,
Determine as solugdes {q, b)e Z x Z da equagdo
2-X2 8. X ¥ +7 V(1 (e=0,1),
(Supestdo: Aplique a trapsformagic X 3- X4 5- LY X +2- Y)
Consideré as equagoes diofantinas X*—6- Y* =¢, para todo
ce{—7 -5 -2, —1,1,2,57h.

a) Quais destas equagdes possuem uma solucdo {(a,b)e Z x 7?1
b} Nos casos em que tal soluglo existe, indique um método de cal-
colar uma infinidade de solugdes. :

Seja L=Ql./d), com de D, d=2 ou 3 mod 4, tal que I, seja fato-

rial, Prove que, para qualquer nimero primo p, as seguintes con-
digbes so equivalentes: :

(i) p & ramificado ou decomposto em I;.

" (ii) Pelo menos uma das cquagdes X2 —d - Y2 =p X2 —d. ¥Yi= —p

tern uma solugdo inteira.



CAPITULO VIl

EXTENSOES GALO!S!ANAS

Neste capitulo, os resultados de §12 serio reforgados e complemen--
tados para extensdes finitas galoisianas L| K.

Mostraremos primeiramente que, dado um dominio de Dedekind
R com K =Q(R), os ideais primos B,, ..., B, de 5= IR}, acima de umy
ideal primo p de R, sio K-conjugados dois a dois. Neste fato baseia-se a
definigdo de certos subgrupos do grupo de Galois G = Aut(L | K), a saber,
do grupoe de decomposigio G# {§20), do grupo de inércia G7 ¢ de uma cadein
de grupos de ramificagio G = Gf 2 G} 2G5 2... (§21). Os corpos as-
sociados a estes grupos, pela tecoria de Galois, formam uma cadeia
KeKfc K=K< KY < Ki= ... <L, cujos graus relativos refletem o
comportamento de decomposi¢io, inércia ¢ ramificagdo de 9} sobre p.

§20. Grupo e corpo de decomposicdo

Sejam R um dowinio de Dedekind, 1. uma extensfio finita gaioisiana
de K=Q(R), ¢ §=1,(R). Para podermos provar que todos os ideais pri-
mos de S, acima de um ideal primo nfc-nulo » de R, so K-conjugados,
necessitaremos do seguinte lema, que ¢ valido para anéis R arbitrarios.

(20.1) Sejam py, ..., p. ideais primos ¢ a wm ideal qua!quef de R Se
as Py ... Up, entdo a S p; para algum je{l, ... r}.

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor gue, para quais-

quer i,je {1, sl B3 ), lemos que » & py, digamos
CrrEPAD). Se para todo je{l,...,r} existir ym elemento a, € a\p;, entio
By=Cj1 oot Oyt @y ey, € Pi NP inanp n..ng,
mas b, ¢p;; logo b+ L+ bea\p, Colup) O
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{20 2y TEOREMA Sejam R um dominio de Dedekmd § = I,(R), sendo I
uma exiensdo finita galoisiona, ¢ G = Aut(L [ K). Enido:

a} a8 =8 para gualquer ¢ €.

Sejam p um ideal primo ndo<nyloide R e By, ..., P, o5 ideais primos distintos
de S, acima de p; enido:

b) Tode o€ G induz um Rlp-isommﬁsmd de S/B; sobre S/a¥;

i=1,..,7);
o) {8y Bl = {oBy |0 € G}y
d) e(Bs|p=..=eBAp)e FWlpy=..=F(P ek

£) d“—ﬁ;l p (Bl r=[LiK] (=10}

Demonsn ag¢do. a) Dado &S, existe- um polindmio ménico Fe R[X] tal

que F{x) =0, Para todo 7& G temos que Flga)=0, logo
ow e S, Conchiimos que oS € S, ¢ vale mesmo a igualdade, pois c;r‘lS =)
e assim S=¢d(c”!8) <= as.

b) Resulta do fato de, para quaisquer ¢ G e j& {1, ...,r}, a composi-
¢io de a5 (=restr igﬁn de 7 a §) com o homomorfismo candnico de § sobre
Sfa®}; ter niicleo B, e estender o homomorfisme candnico de R sobre Rfp.

¢) Para todo ceG temos que aPy " R=o(P, "nRy=p, logo
0P & {Py, ..., B,}. Suponhamos que exista je{l,..,r} rtal que
<Py ¢ LBy oGl entdo B¢ oB, para todo-6-e G, uma vez que P; ¢

um ideal maximal de S. De {20.1) concluxmos que Y, ¢ U o'}, digamoes
neG

ee PAL) o, De a) resulta que H aa—Af“KocEiB,lmR: ps By

wel 7e G
logo existe 0 6 G tal que sae B e dSSl]I] neg ‘ﬂJL, em contradicdo com
a escolha de a.
~ d)Paratodo oeGekel, (a".'ﬂl)" dividirad o ideal p - § s¢c e somente
“se ¥ dividir p - §; portanto e{oPy | p) = (P, | v). De b) concluimos que
f{oeB, | p =/, | p). A afinnagdo d) resulta entdo de o).
e} Resulta de ¢, d) ¢ (12.3). O

A seguir, [ixarhes um ideal primo P de S, acima de p. Escreveremos

P K), f{B|K) {ou simplesmente ¢, ) em lugar de e 8 p), j(ﬂ]ip
depotaremos por «{P] K} (ou simplesmente 1} o ndmero de ideais primos
quicr estiverem adima’ de p. Com estas notagoes, a lgudldade fundamental
(20.2¢) escreve-se na seguinte forma:

—c(iG{K) -f{‘.ﬂ[ K) - 1{BjK)=[L :K] (ou simpiesmenté, e-fr=[L:K]
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Note-se que e(*B| K}, f(P|K) e (P} K) dependem apenas de p= PR,
isto &, coincidem para todo B que esta acima de p.

Além disto, denotamos por Irespmtivamcnte &) 0 cotpo de restos
Rfp (respectivamente $f%B), ¢ por r (respectivamente 2} o homomorfismo
candnico de R sobre X" (respectivamente, de S sobre #). Obviamente,
2| o ¢ uma extensdo finita de grav f. Mostramos:

(20.3) a) .| oF ¢ uma extensido normal,

b) Para qualguer ch'S', todas as raizes de Py, (polindmio minimal de
lo. sobre A) estdo em {Aoo}| o e G}

Demonstragdo. Para qualquer we § temos que [ (X — o) = FoogeR[X],
. ae G . .
por{1.10) Comooxe§ paratodo ceGe Auéraizde wl, 1 = [ (X —Alon),

. coel
este polindmic & um maltiplo, em #'[X], do polinémio Py, 4, o qual,
porlanto, se fatora em Z[X] em polindmios lineares. Resulta que | #°
¢ normal ¢ vale a afirmagiio b}, -7

Deve-se mencionar que nem sempre .%°{ 4 ¢ galoisiana, pois o sepa-
rabilidade de L[ K ndo implica a de %| " (veja Bxercicio 20.1.), a nio
ser que 2 seja um cbrpo perfeito.

Os ideais primos conjugados o'P {¢ € G) seric distintos dois a dois

se € somenie se p for totalmente decomposto em L, isto &, r= [L:K],

© que ccorrerd se e somente se e = f = |, No caso geral, consideramos o
subgrupo ‘
GAP|K) = {oeCG|oP = P}

de G, que € chamado o grupo de decomposiciio de P sobre K. Escreveremos
G? em lugar de G*(P|K), reservando 2 notacdo detalhada GHP" | K)
para o caso de uma subextensio normal LK, sendo P'=BAS§ e
" =8nK"

Os grupos de decomposigio dos ideais primos de S qus ¢stdo acima
de p sdo subgrupos de G, conjugados dois a dois: de fato:

(204) GHoB| K)=0cG* oo™}, qualquer que seja ceG.
Demonstragiio. Para quaisquer ce G e p € GZ temos que(depoo Y oB)=

- =dPB, logo 0. o0 ' = GHeP) K). A inclusdo inversa
resulta de ¢! o GHaB| K)o o € GHo "o P)| K)= G [
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Convém considerar o grupo de decomposicio de B sobre corpos
intermediarios. A seguinic alirmagio é Gbvia.

(20.5) Se K =K' L enrde GHP|K')= G*r Aut(L| X'

Seja L um corpo entre K ¢ L tal que L[ K seja normal (e, portanto,
finita galoisiana) Denotaremos per 0 o homomorfismo candnico de G
sobre G = Aut{L}] K), com niicleo Aut(l.| L), dado pela restrigio ors oy
(0 € G). A seguinte proposigio mostra que GHP'| K} & canonicamente iso-
morfo 2 G*/GHP| L), onde P'=Pn S, §=SnL"

(20.6) A restricde de 8 ao subgrupo G de G é um homomorfismo sobrejetivo
8% . GE = GHWB'| K} com nticleo G| L),

Demonstragdo. Para todo o€ G* temos que (o) =oBnel="T, logo

8g & G*(P'| K). Por outro lado, todo ¢'¢ GHPIK) ¢ a
restriciioa Ldcalgumoe G, etemos que e P N S’ =P naoS =P =4,
portanto P = p(aP} para algum p e Aut(L| I'}. Concluimos que p oo e G?
¢ 0%poa)=0pofo=Ho=o' Resulta que 67 & sobrejetivo. O nlicleo
Aut(L| P)n G* de #* & igual a GBI L), por (205). [

- grupo de decomposigio GZ esta relacionado.com.os nimercs e, f e r
da seguinte maneira. Seja G/G* = {o o G?| v e G} o conjunto das classes
laterais & esquerda de G* em G; entdo:

(201 a) A aplicagio o P (0 €G) induz uma bijegio de GIG® sobre
(6Blo G}, ‘ ' ‘

b) r € igual ac indice (G : G%).

¢) ¢ f ¢ igual & ordem de G-

- Demonstragio. a)resulta do fato de ¢ = pPB se e somente se ¢ « GE=p o GF,
guaisquer. que sejam a,pe G. ‘

b} resulta de a).

¢} resulta de b) e da igualdade fundamental. (3

Em 'particular,_rcsuitﬂ de {20,7) que
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(208) r=1 se e somente se G%= G-

r=[L:K] se e somente se G® for o grupe trivial.

Pela teoria de Galois, a0 subgrupo G? de G & associado um COIpo
KX (| K) entre K e L, chamado o corpe de decomposicio de B sobre K.
Escreveremos K* em lugar de K*($8| K), reservando a notagio detalhada
Kz(‘D”l K') para o caso de uma subextensfio normal J” | K, sendo
P'=Pn S, §"=8n K", Obviamente,

(200 L| K% é uma extensiio finita galoisiana com Aut{L| K*) = G2,
De (20.4), 20.5) e (20.6) resulta facifmente, pela teoria de Galois:

(20.10) a) K*oB| K) = oK?, quaiquer que seje o € G.

b) Se K& K' = L entio K¥B|K')= K%. K.

c) Se KE IS L e L| K for normal, entiio K2
P=Bn, §=5n1), .

K)=K*n L (onde

O corpo de decomposi¢io pode ser caracterizado como o menor
corpo K' entre K e L tal que P seja o Gnico ideal primo de S, acima de
PR, onde R"=5n K. Em outras palayras:

(2011) TEOREMA. Sejy K< K' < L., En!&'b, teremos que K€ K’ se e
somente se r(P| K'j= 1

Demonstragio, H*B| K')=1 se e somente se G(B| K')= Aut{L] K'), por
(20.8}. De (20.5) concluimos que isto ocorrer se e somente
se Aut{L| K)=G% o que equivale a KP< K', por (209). [

Terminaremos este parigrafo calculando o grau das extensdes K*[ K
e L] K% e os respectivos indices de ramificagiio e graus de inércia. Deno-
taremos por R o anel S~ KZ, por p? o ideal primo P R* de R e por
#? o corpo de restos R%/p%, o gual pode ser considerade como Corpo
entre o ¢ L. '

(20.12) COROLARIO. a) [L:K%}=¢- f, [K®:K]=r.
| by elp?| K) = f(p?| K} = 1, &% = o,
of B K%)= 1, e(B| K%} = e, f(P| KH=1.
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Demonstracdo. a) resulta de (20.7) ¢ (20.9),

b-c) De (20.11) resulta que #(P} K%)=1, logo e(P|K?) . /(P|KH) =

=[L:K?] pela igualdade fundamental. Por outro lado, temos que
[L:K*]=e-f, por a), ¢ e=elP| K5 o{p|K), f=F(BIK?): [ (p*|K),
pela multiplicatividade do indice de ramificagiio e do grau de inércia
(veja Exercicio 12.5); portanto valem as igualdades indicadas emb)ec). L[]

cicio

MNotemos ainda que 1{p?] K)=r quando K*| K for normal {veja Exer-

20.3).

EXERCICIOS

20.1.

202,

203.

204,

20.5.

Sejam K, um corpo hnperfeito ¢ R = Ko[t], sendo ¢ transcendente
sobre Ko, Indigue uma extensfo finita galoisiana L de K = K1)
tal que §==I,(R) possua um ideal primo B, achma de p=r- R, cujo
corpe de restos ¥ =S5/ seja inseparavel sobre X" = Rfp.

Prove que K* & o maior corpo K entre K e L tal que efp' | K) =
=/(p'|K)=1 sendo p =P R, =5 K. :

a) Prove que as seguintes condiches sio equivalentes:
(@ rp*| Ky=v;,
(ii} e(p'| Ky=/(p'| K)=1 para todo ideal primo v de R* que
éstd acima de p, )
(i) e(P'| K =ee f{B'| K%)=/ para todo ideal primo P de §
gle esta acima de p.
b} Prove que as condigdes indicadas em a) serdo satisleitas quando
K*| K for normal. o

Dado um corpo quadratico (respectivamente cicibtémicn) L., caracte-
rize 0s numeros primos p tais que K*(P| G)= L, sendo P um ideal
primo de [,, acima de p. Z

Sejam K, K, corpos entre K e L tais que L= K, - K3 Prove que
se ¢ ideal primo p de R for totalmente decompesto em K e em K,
entdo scra fotalmente decomposio em L
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821. Grupos e corpos de inércia e de ramificacdo

Usando as notagdes introduzidas no $20, recordamos que todo
g € G induz um ¥ -isomorfismo ¢ de % = 5/ sobre Slo®h {veja (20.2 b))
Em particular, se o€ G* entdo & serd o # -automorfismo_ determinado
por o A= Ao ug. Por (20.3), a extensio £{ A" ¢ normal € tem grau . Por
razbes de simplificacdo, faremos, a hipdtese -de % | o ser separavel®!);
entiio serd {inita galoisiana, e seu grupo de Galois Aut{#| o) serh deno-
tado por %, , ‘

Serd chamado o grupe de inércia de P sobre K, e denotado por
GM(B{ K), o conjunto ‘

{6eG* | ou—oe'P para todo ce S

Escreveremos G* em lugar de G7(B | K), reservando a notagiio detalhada
G'(P"| K’) para o caso de umza subextensdo normal L'y K, sendo
P'=PnS e =SnK" Olato de G” ser realmente um subgrupo de G¥
resultard do seguinte

(21.1} TEOREMA. a) A apiicacdo o+ a (o € G%) ¢ um homomorfismo sobre-
jetive O G54 com niicleo GV
b) G* ¢ um subgrupo normal de G2

Demonstragdo. aj A aplicaglio indicada ¢ um homomorfismo, pois
Gepod =Aotgops=Gadops=0opal, quaisquer que
sefam o, p & G%. Teremos que o € G se ¢ somente se Aaa) = Aa para qual-
quer o €8, 0 que ocorrera se € somente se ¢ for a aplicagio idéntica de .&:
portanto, G* & o nicleo do homomorfismo ®, Para mostrar que cste &
sobrejetivo, escolhemos um elemento primitivo de 1o, digamos Ap,
onde f e 5. Seja 0 € F; entiio 3{AS) & uma raiz de Papix. -Aplicando (203 b)
4 extensdo L|K? e observando que %=, per (2012 b), concluimos
que G(Af)=Alef) para algum oeAut(L| K%)= G% ¢, portanto, BAf) =
{Da)(Af). Concluimos que os H# -automorfismos 7 e Po coincidem no ele-
mento primitivo Aff; portanto eles sio iguais.
b} ¢ uma conseqiiénecia imediata de a) [J

Os grupos de inércia dos jdeais primos de § que estdo acima de p sdo
sabgrupos de . G conjugades dois a dois; de fato:

W Esia hipatese serh supérflua quando o for um corpo perfeito, por exemplo, um gorpo
de caracteristica zero ou um corpo finito. Em particular, ela serd supérfiva quando K for
um corpe de ndimeros ulpébricos,
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(21.2) GToP| K)=0GT 07", qualguer que seja ¢ €G.

Demonstragio. Quaisquer que sejam oeG, peG’ e «ef, temos
que - (7o p o 6 ){oe) - va = olpx — @) € o'B; portanto
0oGToa™! = GTeB| K). Ainclusiio inversa resulia de

6™ 2 GToP| K) oo € GTo ™ (0B)| K) = 6. [

Seja K' um corpo entre K ¢ L. Recordamos que
GHP| K') = G* n Aug{L| K",

por (20.5), e denotamos por 3 o grupe de Galols Awt(#|X”), onde

=R/p,p'=Bn ReR =85 K.Sejad : G(P| K')— # o homothor-
flsmo definiclo em (21.1) ern relagio 4 extensdo L| K'. Da propria deﬁmgao
resuita imediatamente:

(21.3) O homomorfismo @ : GHB | K')— o ¢ igual & restrigdo do homomor-
fismo O :Gz—> % e tem como nicleo o grupo G"(PB| K')= G" n Aut{L| K).

Pela teoria de Galois, ao subgrupo GTde G & associade um corpo

KT(B|K) ) entre K% e L., chamado o corpo de inérciet de P sobre K. Escre-

veremos K™ em lugar de K‘{*BEK) reservando a notagdo detalhada para o
Gaso de subextensdes normais. Obtemos de (21 1) o seguinte:

(21.4) COROLARIO. a) L!KT ¢ uma extensio finita galoisiana com
Aut(L1 KT) = GT,
b) K| K* é uma extensdo finita gaiumana,eohomomorﬁsmo@ GE= ¥
induz um isomorfismo de Aut(K™| K%) sobre %.

Demonstragdo. EL) & Ob‘-Vlo

b) De (21.1 b) resulta que K| K% & uma extensiio normal e, portanto,
finita galoisiana. O homomorfismo candnico 077 de Aut(L| K%)= G* sobre
AU(KT] K% tem nicleo Aut(L| K*)= ", logo o homemosfismo @ in-.
dicado em (21 1) induz um :ﬂomorﬁsmo @ de Aut(K7| Ky) sobre fﬁ isto &,
. H¢T=0 0O :

Analogamente ac corpo de decomposigiio, 0 corpo de inércia.pode
ser caracterizado por uma propriedade de “ser o menor™. D¢ fato, usando
as notlacdes acima introduzidas, provamos o seguinte
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‘(21 5) TEOREMA Seja KZc K'< L. Entao teremos que KTSK see
somente se f(‘NK )=1, ou seja, ¥’ = L.

Demonstragdio. GH(B| K’)= Aut(L| K) por {20.5) e (209), e G’(‘J}IK‘)—

= Aut(L} K"} n Aut{L] K’) por (21.3) ¢ (21.4 ). Teremos
que f{(P| K')=1 se ¢ somente se ¥ = %, se e somente se H for o grupo
trivial, o que ocorrer se'¢ somente se GT(‘BI K} =G| K'), por {21.1).
Esta igualdade sera valida se ¢ somente se Aut(L] K™) 2Au(LIK'), se e
somente se K'cK. 0O

Deﬁnmdn RT, p" ¢ A" analogamente as definigdes de RZ p% e A7,
obtemos as seguintes igualdades para o grau das extensBes KTIK"
L1 KT € para os respectivos mdlces de ramificagio e graus de inércia.

(21.6) COROLARIO. 1) [1.: K7] = ¢, [KT: K] =
b) rp" [ K5y =1, lp"| KA =1, f(p"|KH) = f. -
c) (P K) =1, e(B|K)=e, f(P|K")=1, A=

Demonstragiio. #) resulta de {20.12 a), (21.4b) e do fato de ¥ ter ordem
. [£:4]=1

b-¢) De (20.12) resulta que r(pT| K% =¢{P| KN =1, e de (21.5) re-

sulta que (P} KM =1; logo e(PB| K)=[L: K] pela igualdade funda-

mental. As outras 1gua}dadcs resultam de [L: K™} = e ¢ da multiplicativi-"

dade do indice de ramificagio e do grau de inércia. [ '

. A situagdo descrita em (20.12) e (21.6) pode ser visualizada no seguinte
guadro, mostrando que a decomposicio, inércia e ramificagdo de P ocor-
rem sucessivamente na passagem de K a K* de K a K" ede K™ a L., res-
pectivamente. Em particular, p* ¢ totalmente inerte em K7 e p” ¢ total-
mente ramificado em L.

grupo de Galois [ corpo idéal rimo indice de rau de inércia
b B ramificagio &
L B '
G { | | } e 1
T .

KT
% =.GHGT { l
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Utilizaremos (21.6) para demonstrar, para o grupe de inércia, uma
afirmacdo aniloga a (20.6). Seja I' um corpo entre K ¢ L,tal que L|K
seja normal; sejam 5', P e 0% como definidos no §20 =S, Y =
=Aul{FY o), i 0 homomorfismoe candnico de ¥ sobre F, el :GE=¢
{respectivamente @ : GX(P| K)— #') ¢ homomorfismo_ definido-em (21.1}
em relagio 4 extensdo L| K (respectivamente I | K).

{217y a) @ Fr=f.®.
b) A restricdc de 8% ao subgrupe G de GF ¢ um homomorfisma sobre-
jetivo 07 1 GT— GYW{ K) com micleo G'(P | L).

Demonstragdo. a) Quaisquer que sejam aeG” e xe§, temos que
(D(G%0)) (Va) = (A'(0%0 e = Mow) = (Do) {he) = {0 = Do YL @),
sendo A (respectivamente A') o homomorfismo candnico de S sobre %
(respectivamente de S sobre %)
b) Qualquer que seja 6 G™, & Hza)—ﬁ'((l)s) éa “aplicagio idéntica
de &', logo #%ceG” (EBIK) purtau’co #% induz um homomerf:smo
87 : GT = G"(P'| K), cujo nlcleo. & igual a

GAP| L) n GT = GT ~ Aut(L[ L) n G =GP L),

por (20.5) e (21.3). De (214 a) e (21.6 a) resulta que a ordem do grupo G©
(respectivamente GT(B| L), GT(B'| K)) ¢ igual a ¢= e(P| K) (respectiva-
mente e(P| L), e(P'| K}). Da multiplicatividade do indice de ramificagio
conclvimos que a ordem de G ¢ igual ao produto das ordens de GT{B| L)
e de GT(Y¥'| K); portanto, 87 & sobrejetivo. [J ‘

Flkldlmentc de (21. 2}, {21.3) e (21.7) obtemos a segumtc proposwan
anhloga a (20.10):

(21.8) a) KT(oP| K) = oK, qualquer que seja o €G.

b) S¢e K& K' = L emdo KT(BIKYy=K" K. .

¢) Se K= L= Le L] K for normal, entiio KT(SB’i Ky= K"~ I {onde
P=Pns F=5nL)

No que se segue, estudaremos mais detalbamente-a ramlflca(}d() total
de p' em L através dos grupos de ramilicagio.

Para todo i€ N, sera chamado o i-ésimo grupe de ramificagdo de B
sobre K, ¢ denotado por GY(%] K) (ou s1mplcsmente G¥ quando nio
houver ambigliidade), o conpunto

{oeG*ou—aeP'™! para todo e S}

O fato de Gl ser urm subgrupo de GZA resulta do seguinte:
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(21.9) GI' ¢ um subgrupo normal de G%, para tode i N,

Demonstragio. Todo oeG? satisfaz obviamente cB L= & por-

tanto, induz um automorfismo &; do anel S/T+Y, determi-
mado por Ge d;=4;0 g sende A; 0 homomorfismo candnico de § sobre
S/PL, A aplicagio oo+ &; (0 € G¥) & obviamente um homomorfismo com
nicleo G portanto GY & um subgrupo normal de GZ. - [

_ Pela defini¢io, G§ coincide com o grupo de inércia G7, e temos que
Gr2G6V2Gh 2., Nesta cadely, somenie um numero finito de grupos
sido ndo-triviais; de fato;

(21.10) Existe se N tal que GY¥ seja o grupo trivial.

Demonstragdo. Como G & finito, a cadeia indicada & estacionaria, digamos
Gi =Gl = ... para algum se N, logo GI=![) Gl

ish
Este ¢ o grupo trivial, pois se¢ oG’ para todo e, entio

va—-ae [} P =(0), logo oo =¢, qualquer que seja wes. O
iefd

E ébvio que vale, analogamente ads grupos de decomposigio e de
inéfcia, 0 seguinte:

QLI Se K€ K<L entdo GY(P| K') = GY n Aut(l] K') (i€ ),

‘Para estudar os grupos de ramifica¢io, necessitarernos do mé-
tedo de localizagio; ito &, da substitwigio dos anéis R e § pelos anéis
de fragdes Ry e Sy, onde M= R\p, Os grupos de decomposiciio, de
mércia e de ramificagio ficaric inalterados quando se substilpir T
por (P« Syl =P+ Sy lic N); de fato: :

(21.12) 1) G*={reGalP- Sy)=P- Syl
b G ={aeG*|oa—ae(P- 5" " para todo ae Sy} (felN)

Demonsiraciio. 2} Como . _S';-_r ={y-m 'yeP, meM}, por (ILI)

e PB="P implica que (P - §,,)=B - S);; portanto vale a in-
clusdo =. A inclusdo inversa resulta de 0S=S ¢ P- Sy N S=P (veja
(11.2)).
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b) Quaisquer que sejam o€ G/, a e § e ;& M, temos que alz - m~1) =
—gem Y =(ou—a)-mtePT. 8, =(P- 5" portanto vale a in-
inclusio <. A inclusdo inversa resulta de aS=5¢e P! . §, 0 §= P!
(veja (118 ¢, O

Fazendo a hipotese de p ser lotalmente, ramificado em 1, podemos
dar aos grupos de 1ﬂm1f1(:dc;ao uma forma mats simpies. Esta hlpotese
lmphca por (12. 4), que P - Sy & o Gnico ideal pnmo nic-nulo do anej Sy
o qual, portanto, ¢ um dominio principa! {veja ({1.8a) e (8.17)); em pai-
ticular, % - Sy ¢ um ideal principal de S,;.

(21.13) Se p jor rotalmente ramificade em L, entio G=G*=G" ¢
Gl ={oeG|on—ne(P-Su)f"") (ieN),
qualgquer gue seja o gerador ©t do ideal P Sy
Demonstragdo. Pela hipdtese temos que r=f=1; logo K= K?=K" ¢ assim

G=G*=_G". Naigualdade afirmada para G, a inclusdo < ré-
sulta de(21.12b). Por outro fado, btjaUEGtal(]UG or—re(P- S, Qual-

n—1

quet we Sy & da forma @ = Y a;-n'comdag, ..., a8,y € Ry, por (13.8 b);
i=0 .
logo
n—1 ) . n—1 i
gor—g= 3 a;- (en'—w)= Y a;- (on—7) (emf i mie(P- Syl
i=0 i=0 i=0

portanto vale a inclusdo inversa. [

- Numa certa anajogia com o homomorfismo ® de G%, indicado--em
(21.1), indicaremos para cada e N um homomorfismo v, de GY, com
nicleo G, ;. Como preliminar mostrarcmos que, em quakquer anel R
que possuir apenas um ideal maximal m, as potencias de m fornecerao
uma cadeia de subgrupos do grupo des (invertiveis! U(R).

(21.14) Sefa R wm dmm’nfo que possua dapenas wm ideal maximal w. Entdo:

a) Para todo i1, U ={1+a|laem’} é um subgrupo do grupe
Uqy = U(R) dos imvertiveis: (le R, ¢ temos que Uy, 20U, 2U,....

b UufU; & caronicomente isomorfo ao grupo multiplicative do corpa
R/m.
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¢} Para-todo iz 1, UfU,. | ¢ canonicamente :somorfo ao gripo aditivo
do R/mespago mwimi*t,
_ d} Se R for um dominio de Dedekmd entdio, para todo i =1, o grupo
aditivo de wmifm'*! serd isomorfo ao grupo aditive do corpa Rjm,

Demonstragio. a)Sejaiz 1, Para todo a e m' temos que 1+a € R\m= U{R);
" portanto U, S U(R). Sea,bewientdo (1 +a)- (1 +bh=14¢

onde c=g+b+a-bem' e (l+a) ' =1+d, onde d=—a . (1+a)"* em’;
portante, U; & wm subgrupo de U(R). O resto & dbvio.

b) A aplicagdo a—a+m (ae R) induz obviamente wn homomor-
fismo Uy -~ (Rfm)* com nicleo U,. Ele é sobrejetivo, uma vez jue R\m= Usg.

¢} Sgja izl Se a,bem’ entio (1+a)- A+b)-(+a+h)” 1_
=14a+b-(1+a+b) teU,,,. Portauto a apltcaqao ar>{1+a)y. Uiy
(a € m") & um homomorfismo do grupo aditive m' sobre o grupo U/U,,,,
com niicleo m* ", ¢ este induz um isomorfismo do grupo aditivo mijm'*!
sobre U/U;, . Obviamente, 'm,/"m'+1 ‘pode ser considerado como Rjfwi-
-espago (veja §9).

d) Por (9.2), wm'/m'*! & um Rjm-espago de dimensdo 1. Portanto, seu
grupo aditivo ¢ isomorfo ao grupo aditive de R/m. [J

Mostraremos a existéncia de um homomerfismo canénico yf; de GV,
para cada { € N, primeiramente sob a hipdtese de p ser totalmente ramifi-
cade em L. Recordamos que esta hipdtese implica que B+ §,lé um ideal
principal ¢ ¢ o (nico ideal maximal de 5.

(21.15) TEOREMA. Suponhainos gue p seja toialriente ranu:ﬁcddo em L. Se-
| Jam M=R\p, Ug=U{Sy), Ui={1+a|lac(P- Sy}
{iz 1) e m um gerador do ideal P 5. :

0:'? Uy, (o eGY) independe da es-

colha de .1; e é um homomorfismo , : GY F—y Uiy com nteleo Gly

Demonsiragio. Seja o € G} . Por (21.12) temos que ca—a e (P - S,)*! para
todo aesy,. Portantof—*ﬂiﬁ Te(P-S,F e aséim'gi'e'Ui+1

para tode cel,, e o te (P S5 1 .ogo —ne U;. Se o, t¢Gl, entio

(ot or <n os
—=—— . —; portanto, a
7 " T &

T ot
£ =+€Uig Uy; logo —e U, @
i £
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aphicagdo indicada & um homomorfismo de G em Ui /U;,, O seu nicleo

. . aOnm .
& Gy, poils —e U, seesomente seon —ne{P- Sy T2, se ¢ somente
n

se &Gl . O homomorfismo independe da escolha do gerador m de
P - Si; de fato, sé #'-for um outro gerador, entdo n'=7+ g para un certo
g’ onm  0E

gEe
cely, logpp — = c—com—elU,,. O
m e &

A hipodtese de p ser totalmente ramificado em L pode ser eliminada:

(21.16) COROLARIO. Stbstituindo-se M por M7= RT\pT,-a firmagdio do
Tearema (21.15) vale sem a hipotese di p ser total-
mente ramificado em L.

Demonsiragfio. Como pT = P R" ¢ totalmente ramificado em L, por

(21.6), a afirmagio de (21.15) vale para os grupos GY (| K')
€ o8 grupos U; definidos em relagio ao anel Syr. Por (21.4) e (21.11) temos
gque G =G NG =G} nAu(L.| KT)=GY(P| KT). O

Compondo y; com os respectivos isomorfismos definidos em (21.14)
e observando que & =S/ & canonicamente isomorfo a Sy - Sy
por (11.8b),tconcluimos: ‘

{21.17) COROLARIOQ, a) GT/GY ¢ canenicamente isomorfo a um sub-
grupo do grupe multiplicative de .
b) Para todo i 2 1, GY/GY|, é isomarfo a um subgrupo do grupo aditivo
de &,

Recordamos que todo subgrupo finito do grupo multiplica-

- tivo de--qualquer -corpo é ciclico, e--que-sua ordem ndo ¢ divi-

sivel pela car_actéristica do corpo (veja {3:.1) e (3.2)), Pot owtro lado, o
grupo aditivo de um corpo possui como subgrupos finitos obviamente
apenas o grupo trivial no caso de caracteristica zero, e p-grupos elementares

(isto &, grupos isomorfos a produtoes finitos Z x ... % Z, onde Z tem ordem

P) no caso de caracteristicas p # 0.

Um subgrupo A de um grupo finite T serd chamado p-subgrupo de
Sylow de I" se A for um p-grupo (isto ¢, sua ordem for uma poténcia de p)
e o"indice (" 7 A) ndo Tor divisivel por p. Pelo segunde teorema de Sylow,
os p-subgrupos de Sylow de I' sfic conjugados em T dois a dois,

Estas ‘observacdes permitem tirar de (21.17) as s’egﬁiptes conclusdes:
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(21.18) COROLARIO a) Se & tiver caracteristica zers, entdo G¥ serd
~ tm grupo ciclico e GY serd o grupe trivial,

b) Se & tiver caracterisiica p # 0, entdo GTIGY serd um grupo c!clzca

cuja ordem ndo ¢ divisivel por p, e para todo i 2 1, GTJGY,, serd um p-grupo
elementar. Além disto, G serd o unico p-subgrupo de Syiow de G".

Demonsiragiio. a) Por (21. 17) GT/GV & ciclico e G"/G,+l é o grupo trwmal
‘para todo i = 1;logo GY =GE=GY =.... ..De (21.10) resulta
que Gj & trivial e que GT"‘GT/G"

b} As afirmagdes relativas aos grupos GT/G” G"j{?l,+1 resultam de
(21,17). A ordem de G} & o produto das ordens dos grupos G}/GY, ...,
G._ /Gy, as quais sdo poténcias de p; portanto, GY & um p-subgrupo de
Sylow de G". E mesmo o @nico, pois GY{ ¢ normal em G7. [}

" Pela teoria de Galois, ao subpgrupo GV & associado um corpe KY
entre K e L, chamado ¢ i-ésime corpo de ramifica¢do de P sobre K, para
todo ic N; obviamente K"T=Kh s KV e Kl .. e KV =K, ,=...=L.
De (21.18) e (21 9) resulta o seguinte'

(21.19) COROLARID a,) No caso em que % tem caracieristica zero,
temos que KY' =K}~ ... =L.

b) No caso em que & tem caracteristica p+#£0, para todo i =1 a ex-
tensfic L| KI' é finita galoisiana e Aut(L| K¥) = G¥ é um p-grupe; -em par-
" ticular, Aut(LIK") ¢ ¢ tinico p-subgrupo de Sylow de Aul(L|KT), Além
disto, KY, JKY ¢ finita galoasmna e Aut(KY, | KY) é p-elementar.

) KY| KT ¢ finita galoisiana ¢ Aut(KY | K™) é canonicamente isomorfo
a um subgirupo de ¥, Em particular, este grupo é ciclico e, se 2 tiver caracte-
ristica p# 0, sua ordem ndo serd divisfve! por p.

d) Para todo ic N, KI'|K* ¢ finita galoisiana.

Analogamente aos corpos K¥ e K7, o corpo KY pode ser caracterizado
por uma propriedade de “ser o menor”; de Tato:

(2120) TEOREMA. Suponhdmos que & lenha caracteristica p # 0. Seja
KT« K< L. Entio teremos que KY S K’ se e so-
mente sé &P K') far uma poténcia de p.

Demonstracﬁo. Como p ¢ totalmente ramificado em L, i)'= BrSNK)

também o €; logo (P} K)=[1L: K']; portanto e(B} K") serh
uma poténcia de p se e somente se Aut(L| K') for um p-grupo. De {21.19b)
concluimos que isto ocorrerd se e somente se Aut(L | K‘ e Aut(L|KY),
se e somente s¢ Ky = K'. []
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Para poder tratar simultaneamente os casos em que & tem caracte:
ristica zero ou p # 0, convém mtroduzu‘ 0 expoeme caracter lst!co de um
corpo. Este sera definido como 1 quando a caracteristica l'or zero, e igual
A caracteristica quando esta for p # 0.

Seja p o expoente caracteristico de %, entlio §=p'. ¢ dnde te N
e MDC(p =1 (em particular p'=1, = ¢ no casb p=1). Sejam RV...Sn KY

=PBn R" Entio:

(21.21) CORGLARIO, a) [L:KV]=e(B|K))=

by [KY K ]=elp"| K")=7F, e Aut(KleT) ¢ canonicamente iso-
morfo ao grupo W(.Ef’)

Demonstragio. De(21 G)concluimos que [L: KY] -« [KY 1 K"]=[L:K"]=

= p B [LiKY] =B KY) e [KY: K] =le(p | K7). De
(21.20) resulta que [L: K”]euma poténcia de p e que MDC(p, [K} : K¥]) =
= 1; portanto, [L: K{]=p‘ ¢ [KY : K"] =2 Como o grupo Aut(K}| K7}
tem ordem [KY :K"]=2% o subgrupo de #* ao qual é canonicamente
isomorfo por {21.10¢), & igual a Wy#), por (3.1). O

A parte superior do guadro na pagina 181 pode ser refinada, através
da insergio do corpo K, da seguinte maneira:

: . . .| indice de L
grupe de Galois | corpo | ideal primo | - | . grau de inércia
: ramificagio ) :
L L q .
_ ar 13 P !
W) = GT/GY { | | } z I
| KT‘ p:I"

Isto mostra, que a ramificagdo existente entre K7 ¢ 1. se obtém em duas
etapas. Na pasqagem de K™ a KY ocorre a ramificagdo mansa (isto &,
MDC{p, e(p |K =1), scgmdapelapmmﬁca;:ao selvagem (isto ¢, e(B| KY)=
-=p') na_passagem de K}.a L, o selvagismo. desta ramiflicagiio pode ser
descrita pelos grupos p-clementares G)/GY, G5/GY, ..., G_/GY. Evidente- .
mente, ndo ocoirera nenhuma ramilicagdo selvagem quando % tiver’
caracteristica zero. » » ‘ _

A cadein G* 2G" 2G] 2... 2 GY de subgrupos normais de G2 for-
nece ainda o seguinte:
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(21.22) TEOREMA a) GF = Aut(L} K™Y é umi grupo soltivel.
b} Se ¥=Am{Z|H) for i griapo soliivel, entiio G*
também o serd.

Demonstragdo. ) Na cadeia dclma indicada, os grupos quocientes
G*IGY, GYIGY, ..., GY_, /G, si0 grupos abelianos, por(21.17),

e.GY &.0 grupo trivial, por { 21 10); portanto, G”. & solivel.
. b) Como ¥ ¢& isomorfo a G%/G™ por (21.1), da solubilidade de @ re-
sqlta ade G*/G". Sendo G%G ¢ G soliveis, o grupe G¥ também o & (7]

Note-se que % serd solfivel (e mesmo ciclico) quando A for um corpo
finito e, em particular, quando I. for um corpo de niimeros algcbrlcos

O Teorema (21.22) tem uma mleressantc conseqiiéneia a respelto da
possibilidade de L ser gerado por radicais: :

(21 23) CORGLARIO a) L| K" & uma extensio soltwel por radicais.
b) Se @ for soliivel, enido 1.| K*-serd uma extensio
~solivel por radicais.

Note-se que, no caso em que . tiver caracteristica r#90, a nogio
“sofGvel -por radicais” deveri ser entendida no sentido da defini¢io feita
em Lang [20], Chapter VIII, §7, admitindo €omo “radmdls” também as
raizes de polindmios da forma XP— X —g -
Observemos - ainda que as ordens dos grupos de ramificagio
Gh, GY, ..., GY estdo relacionadas com o diferente, mencionado ne §13
(veja Rlbenbmm [28], Chapter 11, Theorem 3). Um estudo profundo dos
grupos de ramificacio, feito sob certas hipoteses adicionais, encoutra-sc
em Serre [32], Chapltre v." - :

»EXERCICIOS

21.1: Prove que KT (respectivamente. KY) ¢ o maior corpe K’ entre K ¢ L
tal que e(p'} K)=1 (respectivamente MDC(p,e(p'} K)) =1}, sendo
P=PAR, R=8nKecpo expoente caracteristico de 2.

21.2. Dado um corpo quadratico (respectwamente ciclotdmtco) L caracte-
rize os nimeros primos P tais que

A KABIK)=K e KT(‘.ﬁlK)
b} K'(PIK) = K e K”($|K)-
c) KY(BI| Ky =

sendo 8 um 1dgd.1 prime de'J;, acima de p- Z.° |

'
)
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21.3.

214,
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Sejam. L| @ um;L extensdo [inita normal, p um nlimero primo que r
ndo divida [L : @] e P um ideal primo de I, acima de p- Z, Provev
que .e(PB| Q) divide p/ ~ 1, onde [ = f(P]| Q).

Sejd ‘(I)‘Qli'somorfismo de Aut(K"| K%) sobre %, definido em (214 b),

¢ seja R%7lo conjunto dos corpos que estio entre K% ¢ K 7. Prove que;

21.5,

a) Assocnando-se a cada K' e 8% o corpo X" = R'Jy’, onde
R'=SAK'ep' =T~ R, obténi-se uma bijeciio de K77 sobre o con-’
junto dos corpos que cstao entre A ¢ £, tal que @(Aut{K 7 K'))=

= Aut(#| A”).
b) No caso em que 3 & um corpo [inito, a aplicagio K+ [KT K
& uma bijegio de R*7.sobre o conjunto dos divisores posmvos

de /(BLK).-

Seja ¢ o isomorfismo de Au(KY] K") sobre W4(#), indicado em

_ (21.21b),e seja R0 conjunto dos corpos que estdo entre K e KY.

Prove que: Associando-se a cada K'e 8710 prau ¢ =[KT:K'],

" obtém-se uma bijegdc de ‘R sobre o conjunto dos divisores posi-

21.6,

217,

tivos de e, lal que YlAut(KT| K') = Wa(2).

Generalize os resultados do §21 ao caso geral em que a extensdo
1 A ndo € necessariamente separavel. Prove, em particular, que
AT e A coincidem. com o fecho separivel de ¥ em %,

Sefam K um corpo de numetos _algébricgs, Lj| K1 uma extensio
finita normal, p um ideal primo de !, ndo-ramificado.em L e g=9p.

- Prove que, para todo ideal primo P de I, acima de p:

a) GHP[ K) & um grupe ciclico, gerado pelo K-automorfismo 3
- univocamentie determinado por po—of € B, pard todoa e 1. {Este
€ chamado o automorfisma de - Frobenius, e & dcnotado por

(B, L] K).}

) (0B, L| K) = 0o (B, L| K)o~ para todo aEAut(LEK)..

¢) Se K= K &L entdo {%G,L[K = (P, LI K)', sendo
I =18 K). :
d) Se K =L L, sendo Lf K normal entdo
04, LlK) (%"‘-ILJIK)

onde 6% & o homomorfismo mdwado em (20.6). (Veja S’lmuc!
[307, §63



EPILOGO

Como foi mencionado no prélogo, éste livro tem como origem as
nefas de aula de um curso, de duragio de um semestre, dado pelo autor
em varias ocasides. Isto explica a limitagio deste livro, e o leitor deve.ser
advertide para & fato de que, através-deste, aprendeu apenas uma infima
parte da Teo;ia -dos Nlimeros Algébricos, mesmo em relagdo ao estado
de desenvolvimento da teoria até o inicio deste século, come se pode
verificar facilmente consultando um dos livros classicos de Hilbert [18],
Hecke Elﬁ} ou Hassar[lB].yFaI,ta, em particular, a Teoria dos Corpos de
Classes, que teve seu inicio no século passado e coulminou na “Lei de Reci-
procidade Geral” provada por Artin [27. A historia desta teoria, juntamente
com uma ampla lista de referéncia, é apresentada em Hasse [14].

Foi mencionado também que, devido ap carter introdutdrio deste
livro, foi adotade o ponto de vista classico, baseando a teoria na nogio
fundamental e intuitiva do anel dos niimeros inteiros ; de um corpo de
nimeres algébricos L. A alternativa, usada em alguns outros livres =
como por exemplo, Hasse { 15] ¢ Weiss [37] — de partir da nogéc de valo-
rizagio, tem a vantagem de conduzir diretamente ao poderoso “método
lecal” que relaciona o corpo L com os seus completamentos, método este
que s¢ tem provade.indispensivel para se obter certos resultados mais
profundos. ' .

Virios resultados importantes da Teoria dos Nomeros Algébricos
nio podem ser provados sem lancar mio do “método analitica™ Men-
cionemos neste contexto o teorema de Drichlet sobre m'lme'rgs primos
numa progressio aritmética e a férmula de numeros de classes by, ambos
envolvendo a fungiio zeta de Dedekind, definida como

(i =F
{9ta)’
onde a’percorre os ideais de I, e convergente para 1 <5 < oo. Uma exce-
lente introdugfio a esse método (o qual esth fora do Ambito deste livro)
encontra-se em Borevich-Shafarevich {6].
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" Nio poddmos descrever neste contéxto, nem ém linhas gerais, o desen-
volvimento mais recente da Teoria dos Numeros Algébrices. Uma cerfa
visdo deste desenvolvimento até 1965 pode ser obtida através do livro
Cassels-Frohlich [7]. Consultando esse livro, o leitor observara & im-
portincia que o “método cohomoldgico™ tem para a Teorin dos Corpos
de Classes, bemn como para a solugio (negativa) do problema da finitude
de torres de corpos de classes, mencionade no §10.
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